N
N

N

HAL

open science

Vision 3D multi-images: contribution a ’obtention de
solutions globales par optimisation polynomiale et

théorie des moments

Florian Bugarin

» To cite this version:

Florian Bugarin. Vision 3D multi-images: contribution a I'obtention de solutions globales par opti-
misation polynomiale et théorie des moments. Automatique / Robotique. Institut National Polytech-

nique de Toulouse - INPT, 2012. Francais. NNT: 2012INPTO0068 . tel-04275974v2

HAL Id: tel-04275974
https://theses.hal.science/tel-04275974v2
Submitted on 8 Nov 2023

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépot et a la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche francais ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.


https://theses.hal.science/tel-04275974v2
https://hal.archives-ouvertes.fr

Université -
de Toulouse I H ES E
En vue de I'obtention du

DOCTORAT DE L'UNIVERSITE DE TOULOUSE
Institut National Polytelzﬁlri\‘i’c;ﬁg?jre:Toulouse (INP Toulouse)
Discipline ou spécialité :

Automatique et Robotique

Présentée et soutenue par:
Florian Bugarin

le: vendredi 5 octobre 2012
Titre:

Vision 3D multi-images : contribution a I'obtention de solutions globales par
optimisation polynomiale et théorie des moments

Ecole doctorale :
Systemes (EDSYS)

Unité de recherche:
LAAS
Directeur(s) de Thése :
Didier Henrion - LAAS-CNRS
Pr. Jean-José Orteu - Institut Clément Ader
Rapporteurs :

Pr. Francois Glineur — Université catholique de Louvain
Pr. Richard Hartley — Australian National University

Membre(s) du jury:

Pr. Monique Laurent - Centrum Wiskunde & Informatica
Jean-Bernard Lasserre (Encadrant) - LAAS-CNRS
Thierry Sentenac (Encadrant) - Institut Clément Ader
Peter Sturm — INRIA Grenoble







Remerciements

Ma thése aura été un formidable investissement psychologique et physique, largement
ponctué de formidables moments d’amitiés et de doutes que j’ai envie de retracer un peu
ici. Je vais stirement étre trop long, mais il faut bien donner de quoi lire & ceux qui ne
comprendront rien a ce travail, je pense particuliérement, et affectueusement, a ma famille et
a nombre d’amis et de collégues pour qui ce travail restera & jamais énigmatique. Bien que
tous se soient montrés curieux de mes travaux, ce fut toujours & grande peine que je leur
répondais qu’il m’était difficile d’expliquer simplement ce que je faisais ; que ce texte soit pour
eux 'occasion de découvrir, a défaut du contenu, I'environnement de ma theése.

Ainsi, je remercie tout d’abord messieurs Gérard Bernhart et Thierry Cutard, direc-
teurs successifs de feu le CROMeP et de I'Institut Clément Ader - Albi, ainsi que la direction
d’ARMINES, de m’avoir permis d’effectuer ma thése au sein du laboratoire. Compte tenu de
mon statut particulier, je les remercie d’avoir toujours tout mis en ceuvre pour me permettre de
travailler dans les meilleures conditions possibles. De maniére générale, cette thése a été pos-
sible grace a 'effort de tous les collégues de mon laboratoire : Jean-José, Fabrice, Esther,
Catherine, Yannick, Philippe, Farhad, Denis, Luc, Florentin, Christine, Olivier,
Gilles, Pascal, Laurent, Thierry, Vincent, Vanessa , Mohamed, Jean-Paul, Didier,
Sabine, Vincent, Jean-Michel, Thomas, Fabrice, Karim et Serge. Je les remercie tous
chaleureusement pour leurs encouragements et leur support quotidien.

Par ailleurs, je remercie aussi Isabelle Queinnec et Denis Arzelier, responsables suc-
cessifs du groupe MAC, de m’avoir accueilli dans leur équipe au sein du LAAS et de m’avoir
simplifié bon nombre de démarches administratives parfois tortueuses.

C’est une grande joie pour moi de pouvoir remercier mes directeurs de thése Jean-José
Orteu et Didier Henrion ainsi que mes encadrants Jean-Bernard Lasserre et Thierry
Sentenac. Aprés m’avoir recruté au sein du laboratoire en tant qu’ingénieur et initié a la
vision artificielle, je suis heureux de pouvoir remercier Jean-José Orteu, pour son support
et sa patience. En effet, bien que nos caractéres soient diamétralement opposés, il a toujours
fait le difficile effort d’essayer de me comprendre et pris le temps de m’amener & réfléchir, tant
bien que mal, de maniére pragmatique. Je remercie mon autre directeur Didier Henrion,
pour sa disponibilité, ses conseils, son écoute et sa pédagogie. En effet, il a su devancer
mes interrogations et toujours leur trouver, malgré la difficulté du sujet et mes maladresses
scientifiques, les réponses les plus compréhensibles possible. Je remercie ensuite Thierry
Sentenac, pour ses encouragements dans les moments de doutes, sa rigueur scientifique et
ses remarques toujours pertinentes. Enfin, je remercie Jean-Bernard Lasserre, chantre de la
mesure, de m’avoir formé & l'optimisation polynomiale et & la théorie des moments et d’avoir
fait preuve d’une grande disponibilité pour répondre & mes questions, qui s’avéraient souvent
étre les mémes tournées d’une autre maniére.

D’une maniére générale, je vous remercie tous les quatre pour votre encadrement humain
et la patience incroyable dont vous avez fait preuve face & un doctorant qui n’avait de cesse
de faire le contraire de ce que vous lui disiez. J’espére que je vous aurais rendu fier du travail
que nous avons fait ensemble.

Je tiens aussi & remercier Michel Devy qui fut a l'origine de ce travail et pour sa bien-

Page 3



veillance tout au long de ma thése.

Je voudrais ensuite remercier les membres de mon jury de thése, et tout d’abord les
rapporteurs de ce travail : monsieur Frangois Glineur, dont les remarques méticuleuses
m’ont permis de corriger un grand nombre d’imprécisions et monsieur Richard Hartley qui,
outre ses précieux retours, a eu la gentillesse de s’étre déplacé jusqu’a Albi et la patience
de supporter mon débit de parole (beaucoup) trop rapide durant la soutenance. Je remercie
aussi madame Monique Laurent pour sa lecture pertinente du mémoire et ses critiques
constructives et monsieur Peter Sturm pour m’avoir fait ’honneur de présider ce jury.
Enfin, je remercie Adrien Bartoli pour sa disponibilité, ses nombreux conseils et pour m’avoir
regu au sein de son laboratoire afin que je puisse y exposer mes travaux.

Je me suis tourné vers mon domaine mathématique, ’optimisation, grace a plusieurs ensei-
gnants de I’Université Paul Sabatier : Jean-Baptiste Hiriart-urruty, Marcel Mongeau
et Sophie Jan. Tranchant avec I'attitude, volontiers élitiste, du milieu de la recherche ma-
thématique, ils ont su épauler 1’éléve moyen que j’étais et m’aider a trouver ma voie. Je les
remercie tous les trois pour leur soutien, avec une pensée particuliére pour Marcel que je
remercie chaleureusement pour son amitié, son enthousiasme inébranlable et sa bonne humeur
communicative.

Je remercie aussi les enseignants que j’ai eu la chance de croiser & 'TENSEEIHT : Joseph
Noailles, Joseph Gergaud et Jean-Baptiste Caillaud pour leur aide et leur soutien tout
au long de mon cursus.

Enfin, je remercie Gérard Soubry sans qui rien n’aurait était possible.

En tant qu’ingénieur, j’ai été amené & travailler avec plusieurs doctorants : Nicolas,
Jacques, Benoit et Rémi. Grace a leur enthousiasme a communiquer leurs recherches et
leurs idées, je leur dois une grande partie des connaissances qui m’ont permis d’écrire ce
manuscrit et les remercie pour tout le temps qu’ils ont passé & me les transmettre.

Le bon déroulement d’une thése est intimement lié & ’environnement humain que 'on
coOtoie quotidiennement. Ainsi, je remercie :

— les nombreux doctorants et post-doctorants croisés au sein de I'CA-A qui, au mépris de
mon caractére que je qualifierais pudiquement « de légérement renfrogné », m’ont permis
de partager de bons moments. Sans étre totalement exhaustifs (les oubliés voudront
bien me pardonner), je citerai : Pauline, Anthony, Fabio, Claire, Ines, Raffaele,
Maxime, Anais, Cédric, Medhi, Myriam-. - -

— Jean-Louis, mon compagnon d’enseignement depuis huit ans.

— mes collégues du Groupe MICS : Yannick, Jean-Noé€l, Philippe, Marianne et Marie-
Laetitia pour la bonne humeur et I'ambiance cordiale qu’ils font régner au sein du
groupe. Une mention spéciale & Yannick qui, malgré mon aversion patente a la physique
et mon indisposition chronique & ’expérimentation, tente patiemment de me convertir
aux vertus salvatrices de la métrologie.

— mes collégues techniciens de I'ICA-A Didier et Jean-Michel (pour leur action au sein
de mon comité de soutien) ainsi que Fabrice (pour les moments de détentes caféinés)
et Serge (pour me donner un apergu réaliste de mon caractére dans 20 ans)

— Esther et Cathy pour leur bienveillance quasi-maternelle

— tous mes collegues du LAAS : Denis (en particulier pour la cellule « soutient psycho-
logique »), Isabelle, Sophie, Dimitri, Frédéric et Christophe qui se rappelleront
longtemps de notre déplacement a Luchon et de mes talents de chauffeur, ainsi que
Patrick Danés pour ses nombreux encouragements. Germain, mon compagnon de
bureau, mérite un remerciement spécial pour m’avoir supporté (dans tous les sens du
terme), encouragé dans les moments de doutes et rigolé de bon coeur & mes blagues

Page 4



téléphoniques. Je remercie aussi tous les doctorants du groupe MAC et en particulier
Mathieu et Tung, mes deux compagnons de voyage dans les contrées sauvages de la
théorie de la mesure.

J’en arrive enfin a remercier mes amis qui ont suivi mon travail sans pouvoir le comprendre :

— Laurent pour tout le temps passé & écouter mes trop nombreuses interrogations méta-
physiques et son amicale persévérance & essayer d’y répondre.

— Denis pour sa bonne humeur quotidienne, les concerts, les restos et sa détermination
fanatique & me convertir a la sainte musique de Paul le messie et de ses apdtres John,
George et Ringo

— Aurélien, Laurent, Rémi, Vanessa, Gilles, Vincent, Didier et Christine pour leur
soutien constant et leur indulgence quotidienne envers mon caractére trés légérement
grincheux.

— mes compagnons du co-voiturage passé et présent : Rachel, Séverine, Jean-Jacques,
Bruno, Renaud, Christine et Henri pour leur tolérance envers mes retards et tous
les bons moments passés en leur compagnie.

— Mathieu pour son amitié et son soutient depuis mes jeunes années d’étudiant jusqu’aux

péripéties de la thése.

tous les rolling-stones et en particulier : Jean-Michel, Pascal et Wilfried que je

remercie autant pour leur soutien que pour le fait de savoir que je pouvais toujours

compter sur eux. Un remerciement spécial & Jean-Pierre pour sa bienveillante amitié,
toutes nos discussions et sa patience & soigner mes maladies imaginaires.

— Yoann, mon premier « maitre de recherche », et Véronique pour leur amitié

— Thomas et Lionel pour leur si constante fraternité, il y a si longtemps que nous trainons
ensemble que je leur dois plus qu’il n’y a de place dans ces remerciements.

Je voudrais que mes parents trouvent dans ce travail la récompense pour leur amour et
leurs efforts d’éducation ainsi que mon immense gratitude a leur égard. Je remercie Germain
pour son affection et pour avoir fait un si long déplacement dans ses contrées Tarnaises si
éloignées de sa capitale Mauzacaise. Je remercie Ghyslaine et Alain pour leur patience et
leur soutien. Quand ils sauront lire, j’espére que mes enfants trouveront dans ce petit texte
la raison de ces journées passées devant un ordinateur & écrire cette chose bizarre et inconnue
qui s’appelle « thése » et qu’ainsi ils voudront bien me pardonner du temps que je n’ai pas pu
passer avec eux. Je terminerai en remerciant Géraldine pour toutes ces petites complicités,
ces attentions discrétes et ces milliers de sourires qui ont fagonné ma vie.

Page 5






« Impose ta chance, serre ton bonheur et va vers ton risque. A te regarder, ils
s’habitueront. »

Les Matinaux (1950) — René Char
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1.1 Vision par ordinateur

De la peinture & I'image, saisir et représenter le monde qui ’entoure a toujours été une
source de stimulation intellectuelle pour ’homme. Les capteurs numériques modernes cap-
turent ainsi notre environnement tridimensionnel sur des images bidimensionnelles. Cette
capture se fait donc au détriment d’une information suite & la perte d’une dimension. Il en est
de méme pour la perception humaine. Notre cerveau forme sur la rétine des images en deux
dimensions. Cependant, a l’aide de traitements complexes, celui-ci est capable de percevoir la
profondeur et les mouvements ainsi que de reconnaitre des objets ou des formes. Par analogie,
lorsque le capteur numérique joue le réle des yeux et l'ordinateur celui du cerveau, le but
de la vision par ordinateur consiste & retrouver de telles informations & partir d’images. La
vision artificielle est donc composée de plusieurs problématiques. Dans ce mémoire, nous nous
focaliserons sur une seul : la reconstruction tridimensionnelle. Dans ce probléme, I'entrée vi-
suelle est composée d’au moins deux images bidimensionnelles. Le résultat est la profondeur,
c’est-a-dire la structure tridimensionnelle de la scéne (3D) dont sont issues les images. Divers
indices, comme la géométrie du capteur, le mouvement entre deux prises de vue, les variations
d’ombre, de flou ou d’éclairage, peuvent étre utilisés pour atteindre cet objectif. L’exploi-
tation de toutes ces informations se fait au sein d’'un cadre unifié : la géométrie projective.
Cette théorie permet, entre autre, de modéliser mathématiquement une caméra, c’est a dire
le transfert d’un point de la scéne observée vers un point de 'image. Le modéle de caméra
classiquement utilisé est celui dit en « trou d’épingle » ou sténopé. Dans ce modéle, I'image
se forme par une projection centrale sans tenir compte des éventuelles distorsions liées aux
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lentilles de I'objectif. Ces distorsions étant négligeables dans la plupart des applications, cette
approximation est réaliste en pratique. La formation d’une image résulte donc d’un processus
relativement élémentaire. Cependant, le processus inverse, c’est-a-dire retrouver des formes
3D (points, lignes...) a I’aide de leurs projections 2D dans les images, est beaucoup plus com-
plexe. En effet, les problémes mathématiques qui résultent de ce modéle général sont souvent
formulés comme une recherche d’optimum (minimum ou maximum) dont la résolution s’avére
souvent difficile.

1.2 Larecherche de minimum

Le principal avantage du cadre général que constitue la géométrie projective réside dans
la possibilité de formuler la recherche d’informations 3D comme des problémes d’estimation
formulés de la maniére suivante :

inf f(z) (1.1)

zeK

ou f est une fonction rationnelle de R™ dans R et K un sous-ensemble de R™. Cependant, les
objets que 'on cherche & estimer n’ont, parfois, qu'une existence purement mathématique (p.
ex. matrice fondamentale) dans un espace théorique (p. ex. P2, 'ensemble des droites vecto-
rielles de R?). Il est donc, en pratique, difficile de pouvoir exhiber ne serait-ce qu’un élément
de 'ensemble des contraintes K. Bien entendu, les recherches menées en vision artificielle
ont permis, dans de nombreux problémes concrets, de pouvoir construire efficacement un élé-
ment de K. Il est alors courant de résoudre (1.1) en utilisant des méthodes d’optimisation
locale. Sauf si le probléme est convexe, ces approches itératives ne convergent généralement
pas vers le minimum global et nécessitent de fournir une solution initiale proche de la solution
exacte. Une autre démarche classique réside dans la simplification intentionnelle du probléme
de minimisation. La maniére la plus naturelle de le simplifier consiste & ne pas tenir compte
des contraintes, donc a minimiser f sur tout R™, puis a projeter la solution obtenue sur K.
Cependant, ce processus n’est possible que si ’'on dispose de I'opération de projection sur K.
Or, déterminer un tel opérateur peut se révéler, selon la forme de K, aussi difficile que de
résoudre le probléme original. De plus, méme si une projection peut étre déterminée, rien n’as-
sure a priori qu’elle soit proche d’un optimum, méme local. Une autre simplification possible
consiste & ajouter ou a abandonner des équations de K afin de rendre le probléme linéaire.
De cette maniére, il devient plus simple de calculer un élément de K et ainsi d’énumérer plu-
sieurs solutions initiales. Cependant, non seulement la solution obtenue n’est pas globale mais
I’ajout ou la suppression d’équations peut créer des singularités artificielles qui n’étaient pas
présentes dans le probléme initial. Sauf hypothése de convexité, les solutions que nous venons
d’énumeérer ne garantissent pas d’obtenir le minimum global. Or, dans certaines applications
de vision artificielle, comme la métrologie dimensionnelle, il est nécessaire d’avoir un maxi-
mum de précision et donc des solutions garanties. De plus, une garantie d’optimalité est une
information importante permettant de détecter des configurations géométriques dégénérées.
Théoriquement, les méthodes d’optimisation globale peuvent s’affranchir d’une estimée
initiale et garantissent d’atteindre le minimum global. Il y a deux maniéres d’apporter un tel
certificat. La premiére facon consiste a décrire ’espace de recherche le plus exhaustivement
possible de sorte qu’un maximum de candidats soient testés. A titre d’exemple, on peut citer
dans cette catégorie les méthodes de Monte-Carlo qui testent aléatoirement des éléments
de K ou la recherche tabou qui permet de continuer la recherche méme aprés avoir trouvé
un minimum local. L’inconvénient majeur de ces méthodes réside principalement dans leur
temps de calcul prohibitif. La seconde catégorie de méthodes apporte un certificat d’optimalité
a l'aide de la théorie mathématique dont elles sont issues. Les algorithmes par séparation et
évaluation (« branch and bound ») ou les méthodes d’optimisation par analyse d’intervalles
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font, par exemple, partie de cette deuxiéme famille. Cependant, bien que ces méthodes puissent
étre plus rapides que celles de la catégorie précédente, leur désavantage majeur est leur manque
de généralité. En effet, ces approches sont en général dédiées & un type de fonctions cotits.
Elles utilisent ainsi un maximum d’informations théoriques afin d’étre le plus efficace possible.
L’ensemble de ces différentes approches est résumé sur la figure 1.1.

Probléme non-

linéaire sous

contraintes

Optimisation Optimisation
Globale locale

Approche ‘ Probléme
L. Approche S e

théorique Simplification non
e exhaustive convexe

dédiée convexe

Probléme

Opti Optimum
Jptimum ) .
! Optimum! Optimum

local global

Résolution
sans

Probléme

) Linéarisé
contraintes

Optimum! Optimum!
local local

FIGURE 1.1 — Présentation des différentes méthodes classiquement utilisées en vision par or-
dinateur pour résoudre un probléme d’optimisation non-linéaire. La branche rouge correspond
aux méthodes locales classiques (p.e. les méthodes de descentes). Dans cette branche, si le
probléme n’est pas a priori convexe, le minimum global n’est pas garanti. La Branche verte re-
présente la famille de méthodes dites de simplification. Ces méthodes déterminent une solution
approchée en résolvant un probléme simplifié puis en projetant la solution obtenue sur I’espace
des contraintes. Enfin la derniére branche (bleue) correspond a la famille des méthodes dites
globale. Parmi ces méthodes, on peut distinguer deux ramifications (cf. [Mongeau 2007]), les
méthodes exhaustives balayant au mieux ’espace de recherche et les méthodes dédiées basées
sur l'utilisation de la théorie mathématique.

1.3 Motivation

Il existe deux catégories de fonctions colits qui sont fréquemment rencontrées en vision
par ordinateur. Dans la premiére catégorie, il y a les fonctions cofits dites algébriques. Ces
fonctions sont en général des polynomes. Elles sont définies dans les espaces projectifs P2
et P? (ensemble des droites vectorielles de R3) et ont, souvent, pour objectif la recherche
d’invariants. La minimisation de ces fonctions est théoriquement assujettie a des contraintes
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de structures caractérisant ces invariants et des contraintes permettant d’éviter la solution
triviale nulle. Dans les décennies précédentes, beaucoup de recherches ont été menées afin
d’appliquer les méthodes d’optimisation globale pour résoudre ces problémes algébriques.
Le probléme majeur de ces applications résidait dans la difficulté de prendre en compte les
contraintes. Via des simplifications du probléme, ces approches ont alors été principalement
utilisées afin de rechercher un point de départ pour des méthodes locales.

La deuxiéme catégorie de fonctions coiits fréquemment rencontrées en vision artificielle
sont les fonctions métriques ou euclidiennes. Elles sont, pour la plupart, issues de la pro-
jection des fonctions cotits algébriques dans les espaces euclidiens associés (c.-a-d. R? et R3)
et sont, en général, formulées comme des sommes de fractions rationnelles :

min]ZV: pi(2) (1.2)

wek A gi(x)’

ou les fonctions p; et ¢; sont des polyndmes. Lorsque le nombre d’inconnues et le nombre de
fractions sont faibles, il est possible, par réduction au méme dénominateur et en recherchant
des points stationnaires, de résoudre globalement un tel probléme dans un temps raisonnable.
Mais, méme avec un nombre d’inconnues limité, cette technique devient inutilisable lorsque N
grandit. Or, les problémes de minimisation rationnelle sont souvent utilisés pour estimer des
parameétres. Lors de ces estimations, IV représente le nombre de mesures expérimentales qui
doit étre grand (typiquement entre 50 et 100) pour que I’estimation soit précise. Ainsi, bien que
cette approche naturelle puisse résoudre un large éventail de problémes, elle n’est que peu uti-
lisée en pratique. Cependant, les récents résultats dans les domaines de 'optimisation convexe
et polynomiale ont permis ’émergence de nouvelles approches. Ces derniéres ont suscité un
grand intérét dans la communauté vision par ordinateur. Ainsi, plusieurs nouvelles méthodes
garantissant des solutions globales ont été étudiées et ont permis de résoudre nombre de pro-
blémes rationnels. Les plus populaires sont les algorithmes de séparation et évaluation dans
lesquels la phase d’évaluation est améliorée en faisant des hypothéses de quasi-convexité sur
les numérateurs et dénominateurs (cf. [Kahl 2008a, Fangfang 2007, Kahl 2008b]). Cependant,
bien que certains problémes satisfassent a ces propriétés, ces méthodes ne peuvent résoudre
le probléme de minimisation rationnelle dans toute sa généralité. Afin de traiter ce probléme
sans faire d’hypotheéses sur les fractions 2, certaines méthodes (p. ex. [Kahl 2007]) ont pro-
posé un cadre général de résolution & P'aide d’une hiérarchie de relaxations du probléme initial.
Cependant, ces méthodes ne disposent pas d’une preuve de convergence et permettent seule-
ment de fournir une estimée intiale. Ainsi, aucune technique n’a fourni un cadre générique de
résolution.

1.4 Contribution

Dans nos travaux, nous nous intéresserons premiérement a ’application de la méthode
d’optimisation globale via la théorie des moments aux problémes algébriques. Cette méthode
est initialement dédiée & la minimisation de polynémes avec un ensemble de contraintes défi-
nies par des équations polynomiales. Elle a, tout d’abord, été utilisée avec succés pour résoudre
un large éventail de problémes classiques [Kahl 2007], puis employée pour des problémes plus
spécifiques comme l'estimation de la conique absolue [Chandraker 2007]. Dans ce mémoire,
nos contributions consistent a :

— étudier 'application de 'optimisation polynomiale par théorie des moments & deux pro-
blémes classiques en vision par ordinateur : la minimisation des distorsions projectives
issues de I'opération de rectification et I'estimation de la matrice fondamentale. Pour le
premier probléme, notre contribution résidera dans la proposition de nouveaux critéres
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permettant 'application de la méthode polynomiale. Dans le second probléme, nous
chercherons & déterminer une matrice 3 x 3 non symétrique de rang 2. Par rapport
aux solutions d’application déja existantes, nous montrerons comment formuler le pro-
bléme de la maniére la plus avantageuse pour 'optimisation par théorie des moments.
Puis, & 'aide d’un processus d’évaluation adéquat, nous comparerons cette méthode a
la méthode d’estimation de référence.

— étendre l'optimisation polynomiale par théorie des moments & des fonctions cofits dé-
crites par des sommes de fractions rationnelles. Nous proposerons deux méthodes per-
mettant de telles extensions que nous comparerons sur des cas tests théoriques. Ensuite,
nous appliquerons la solution retenue aux problémes de la triangulation multivues clas-
sique (projective) et de la triangulation multivues avec prise en compte des distorsions
radiales.

1.5 Organisation du mémoire

Ce mémoire est organisé de la maniére suivante :

Le chapitre 2 présente un exposé exhaustif des méthodes d’optimisation numérique. L’ob-
jectif de ce chapitre est de fournir au lecteur un « arbre de décision » des méthodes
d’optimisation. Le but de cet arbre est de pouvoir situer chacune des approches utilisées
dans la suite du document. Dans une premiére partie, nous introduirons succintement
les éléments théoriques nécessaires & la compréhension des approches locales et globales
présentées dans le chapitre. Ensuite, nous présenterons plusieurs méthodes locales classi-
quement utilisées en vision par ordinateur. Puis nous exposerons briévement différentes
méthodes d’optimisation globale. Certaines ne sont que peu utilisées en vision artificielle
mais elles seront introduites afin d’aider le lecteur & bien faire le distinguo entre les mé-
thodes aléatoires et les méthodes a certificat. Enfin, nous ferons un bilan permettant de
situer au mieux la branche de 'optimisation dans laquelle se situent nos travaux et les
méthodes qui nous serviront de comparaison dans la suite du document.

Le chapitre 3 a pour but d’introduire la technique d’optimisation globale polynomiale sur
laquelle sont basés nos travaux, ainsi que son extension au cas d’une somme de fractions
rationnelles. Dans un premier temps, nous ferons de brefs rappels sur les mesures et leurs
moments. Ensuite, nous introduirons la méthode proprement dite. Puis nous développe-
rons les deux extensions que nous proposons pour résoudre le probléme rationnel. Enfin,
nous testerons ces deux approches sur plusieurs cas tests afin, d’'une part de vérifier leur
efficacité, et d’autre part d’identifier laquelle est la plus adaptée a notre problématique.

Le chapitre 4 a pour but de présenter les applications des techniques d’optimisation poly-
nomiale et rationnelle vues dans le chapitre précédent. Nous étudierons tout d’abord
les applications de 'optimisation polynomiale. Nous commencerons par une application
simple : la minimisation des distorsions projectives. Pour cet exemple, nous mettrons
en avant 'existence de nouveaux critéres polynomiaux. Parmi ces critéres, a l'aide de
I'optimisation polynomiale, nous montrerons lequel est le plus performant. Ensuite, nous
nous focaliserons sur un probléme plus complexe : ’estimation de la matrice fondamen-
tale. En effet, ce probléme, dans la forme ot nous le traitons, comporte neuf variables
d’optimisation et deux contraintes polynomiales. Enfin, nous appliquerons notre mé-
thode d’optimisation rationnelle au probléme de triangulation multivues. Ce probléme
constitue en lui-méme un probléme difficile mais qui peut étre résolu a l'aide de sa
structure particuliére. Pour finir, nous appliquerons notre méthode sur le probléme de
triangulation multivues avec prise en compte des distorsions radiales, pour lequel il n’est
pas possible d’utiliser d’hypothéses simplificatrices.
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2.1 Introduction

Le but de ce chapitre est de fournir un exposé exhaustif des méthodes d’optimisation nu-
mérique. En effet en optimisation numérique, le point crucial consiste a identifier correctement
le type de probléme considéré afin de savoir quelle famille d’algorithmes il convient d’utiliser.
Ainsi 'objectif de ce chapitre est de fournir au lecteur un « arbre de décision » des méthodes
d’optimisation et de pouvoir situer chacune des approches utilisées dans la suite du document.
Dans une premiére partie, nous rappellerons succinctement les éléments théoriques nécessaires
a la compréhension des approches locales et globales présentées dans les sections suivantes.
Enfin, nous ferons un bilan permettant de situer au mieux la branche de 'optimisation dans
laquelle se situent nos travaux et les méthodes qui nous serviront de comparaison dans la suite
du document.
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Chapitre 2. Rappels d’optimisation numérique

2.1.1 Rappels et Définitions

Soit K un ensemble non vide de R™, considérons un probléme de la forme suivante :
b

;21[? f(x) (2.1)

On adopte la nomenclature suivante :
— P'ensemble K < R"™ est appelé domaine ou ensemble des contraintes
— la fonction f : R™ — R est appelée fonction cotit, objectif ou critére
— tout point x € R” vérifiant : x € K est appelé point admissible ou réalisable de ’ensemble
des contraintes du probléme (2.1).

Définition 1 On dit que x* est un minimiseur local de (2.1) s’il existe un voisinage V* de
x* tel que :
f(z*) < f(x) VYeeV' nK. (2.2)

On dit que x* est un minimiseur global de (2.1) si :

f(z*) < f(x) VzeK. (2.3)

Les notions de maximum local et global sont définies de fagon similaire. En effet, on peut

facilement démontrer que les problémes (avec ou sans contraintes) min f(z) et max —f(x)
zeK zeK
sont équivalents puisqu’ils ont le méme ensemble de solutions et que

min f(z) = —max — f(z). (2.4)
zeK zeK

Comme la recherche d’un maximum peut donc se ramener & la recherche d’un minimum, nous
nous limiterons dans ce chapitre aux problémes de minimisation. Par ailleurs, si K = R" ou
si K ¢ R” est un ouvert de R™, on dira que le probléme est sans contraintes. Si K est un
fermé de R™ alors on dira que le probléme est sous contraintes. Dans le reste de ce chapitre
nous considérerons que K est un ensemble de contraintes fonctionnelles, c.-4-d. défini par
des contraintes égalités et/ou inégalités :

K = {zeR":h(x)=0, g(x) <0} (2.5)

ou h: R" - RP et g : R® — RY%. La fonction h représente les contraintes égalités et g les
contraintes inégalités. Ensuite, pour une fonction deux fois continuement différentiable de R™
dans R :

Définition 2 (Gradient et hessienne) On appelle gradient de f et hessienne de f les
vecteurs et matrices définis par :

Vi) 2 [%]ew, (2.6)
V() 2 [21{(;2}611&”*". (2.7)

Pour une matrice A € R™*™, on rappelle les définitions de positivité (noté > 0) et de semi-
définie positivité (noté > 0) :

Définition 3 (Positivité et semi-définie positivité) On dit que A > 0 si et seulement
8t
v Av >0, YveR" (2.8)

et A > 0 st et seulement si :

v Av >0, VYve (R™)\{Opn} (2.9)
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On peut aussi montrer que, dans le cas de matrices diagonalisables, ces définitions sont équi-
valentes & :

A>0 < Sp(A) cRy. (2.10)
A>0 < Sp(A)cRi. (2.11)

ou Sp(A) désigne I'ensemble des valeurs propres de A. Enfin on dira qu’'une fonction de R™
dans R est convexe sur K < R" si, pour tout couple de points distincts (21, 22) € K, le graphe
de la fonction est sous la corde construite & partir des points (x1, f(x1)) et (z2, f(x2)) :

Définition 4 (convexité) On dit que f est convexe sur K — R" si et seulement si, pour
tout couple (x1,72) € K2 tel que 11 # x2 et pour tout X € [0,1] , linégalité suivante est
vérifiée :

v+ (1= A) ) < A () + (1= A) fla). (2.12)

Si 'inégalité est stricte, on parlera de stricte convexité. De plus, si f est deux fois continuement
différentiable sur K, alors la convexité est équivalente a :

Vif(z) =0, Vzek, (2.13)

et si V2f(x) est définie positive sur K, alors f est strictement convexe sur K. Par suite, on
adoptera la définition de la quasi-convexité suivante :

Définition 5 [ est quasi-convezxe sur K < R" si et seulement si, pour tout réel o, l'en-
semble

Se = {zeK|f(zx)<a} (2.14)

est conveze ou, de maniére équivalente, si, pour tout couple (x1,x2) € K? tel que 11 # 2 et
pour tout X € [0,1], l'inégalité suivante est vérifiée :

fAzy + (1 =N x2) < max(f(z1), f(z2)). (2.15)

Enfin, on définit ’enveloppe convexe, notée conv f, de f par :

Définition 6 (Enveloppe convexe) L’enveloppe convexe de f, notée conv f est une fonc-
tion convexe sur K < R™ vérifiant :

(i) Ve K, conv f(z)< f(x)

(ii) Pour toute fonction conveze g telle que g(x) < f(x), alors g(x) < conv f(x)

2.1.2 Claossification des méthodes d’optimisation

La résolution d’un probléme d’optimisation est étroitement liée a la granularité avec la-
quelle on peut le caractériser. Ainsi les problémes d’optimisation sont souvent classés en
plusieurs grandes familles permettant une identification rapide, par exemple :

— L’optimisation discréte ou K < Z",

— L’optimisation numérique ou K < R",

— La commande optimale ot K est un espace de fonctions (donc infini-dimensionnel).
Notons qu’il existe classiquement une autre branche qui peut aussi se décliner selon son
domaine de contraintes : I’optimisation multi-critéres ot 'on cherche & minimiser plusieurs
fonctions objectifs simultanément. Dans ce document, nous nous concentrons uniquement
sur I'optimisation en dimension finie et mono-objectif. Au sein de cette catégorie, il existe
plusieurs problémes classiques auxquels nous ferons souvent référence, leur description est
donnée ci-dessous :
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Chapitre 2. Rappels d’optimisation numérique

Les problémes linéaires. On dit qu'un probléme est linéaire si la fonction objectif et les
fonctions qui définissent les contraintes sont linéaires. Tout probléme linéaire peut alors
étre mis sous la forme (dite standard) suivante :

T

min c'x
sle { Ax =10 (2.16)
x=0

ot ce R*, AeRP*" beRP.

Les problémes quadratiques. On dit qu’un probléme est quadratique si la fonction objectif
est quadratique et les fonctions qui définissent les contraintes sont affines :

1
min ixTHx +g'z+d
s.l.c

z=0

ougeR" HeR"™" AeR¥*" beR™, deR.

Les problémes de moindres carrés sont les problémes du type :

1 2

min —||r(x 2.18

min (@)} (218)
ou r : R — R™ est une fonction deux fois différentiable. Lorsque r est de la forme
r(x) = Az — b avec A € R™*™ et b € R™, on parle de probléme de moindres carrés
linéaires.

Les problémes convexes sont les problémes de la forme (2.1) dans lesquels f est une fonc-
tion convexe et le domaine des contraintes K est un ensemble convexe. Un probléme
quasi-convexe est défini de maniére identique, a ’exception de f qui est, dans ce cas,
quasi-convexe.

2.1.3 Outils de I'optimisation
2.1.3.1 Convergence et vitesse de convergence

Lorsque I’on parle de I’étude d’une méthode d’optimisation, on fait implicitement référence
al’étude de la suite des itérés générés par celle-ci. Pour le probléme (2.1), on introduit la notion
de convergence d’un algorithme :

Définition 7 Soit un algorithme itératif A générant une suite (zy)ken dans R™ afin de ré-
soudre (2.1). A est dit convergent si la suite (Tk)keny converge vers un point limite x*. La
convergence est dite locale si la convergence n'a lieuw que pour des points initiauxr To Situés
dans un voisinage de £*. Si la convergence a lieu quel que soit le point initial xq, la convergence
est dite globale.

Cependant, I'objectif pratique d’un algorithme d’optimisation sans contraintes est de conver-
ger vers un point critique de f, c’est-a-dire, dans le cas otl f est de classe C', de converger
vers une solution z* telle que V f(z*) = 0. Ainsi, on introduit la définition de convergence
suivante :

Définition 8 Si f est de classe C, on dira que la convergence d’un algorithme itératif A est
globale si et seulement si la suite des itérés (xg)ren générés par A est telle que :

Vo € R, IV f(@k)ll = 0. (2.19)

lim
k—+00
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2.1. Introduction

Cette définition garantit que le critére d’arrét |V f(x)|| < e sera toujours satisfait & partir
d’un certain rang quelle que soit la précision € > 0 demandée. En pratique, on ne considére
que des algorithmes dont la convergence est globale au sens de la définition 7. Cependant,
une fois la convergence d’un algorithme assurée, la vitesse a laquelle il converge est également
un facteur important & prendre en compte lors de son utilisation. Dans le but de quantifier
ce parameétre, on introduit la notion de vitesse de convergence dont ’objectif est de mesurer
I'évolution de lerreur ||z — 2*|| commise par l'algorithme a l'itéré k :

Définition 9 Soit A un algorithme globalement convergent, soit (xy)ken la suite des itérés

générée par A, on note r* = klim xk. On suppose de plus que 'algorithme ne converge pas
—+00

en un nombre fini d’itérations, c.-a-d. Yk € N : xp # x*. On dit que la convergence est :
L, . A . A .o N . .
— linéaire si lerreur e = ||a* — k|| décroit linéairement, c.-a-d. s’il existe T € 0, 1] tel

que : .
lim —+L — 7 (2.20)
k—+0w £f
— super-linéaire si : .
lim L — o, (2.21)
k—+ow0 €k
— d’ordre p, s’il existe T = 0 tel que :
€
lim L — 7 (2.22)
k—+o0 €L

En particulier, si p = 2 la convergence est dite quadratique.

Théoriquement, on a bien entendu intérét & ce que la convergence d’un algorithme soit la
plus élevée possible afin de converger vers la solution en un minimum d’itérations pour une
précision donnée. Cependant, en pratique, une convergence rapide se paye souvent par des
hypothéses plus fortes sur la fonction objectif f.

2.1.3.2 Critéres d’arrét

En pratique les solutions z* ne sont pas connues, il faut donc choisir un test d’arrét
afin de garantir que l'algorithme s’arréte toujours aprés un nombre fini d’itérations et que le
dernier itéré calculé soit suffisamment proche d’une solution x*. Par exemple dans le cas de la
minimisation sans contraintes d’une fonction différentiable, il est naturel d’utiliser un critére
issu de la définition 8. Ainsi, pour € fixé, on testera & chaque itération si :

IVf(zp)ll < e, (2.23)

auquel cas 'algorithme s’arréte et renvoit I'itéré x; comme solution. Néanmoins, f peut ne
pas étre différentiable ou le test peut ne pas étre satisfait aprés un grand nombre d’itérations
alors que les itérés sont proches d’un point critique. On doit donc utiliser d’autres critéres
fondés sur des observations pratiques :

la stagnation de la solution : ||zry1 — || < (1 + ||k )
la stagnation de la valeur courante : |f(zr1+1) — f(zx)] < e(1 + |f(x)])
le dépassement d’un nombre d’itérations nblter préalablement fixé : k < nblter.

En pratique, on utilise plutét une combinaison de ces critéres. Enfin, il est important de retenir
qu’il vaut mieux utiliser des critéres basés sur les erreurs relatives plutot que sur les erreurs
absolues, trop liées aux échelles de grandeur.

Les sections suivantes sont dévolues a la présentation des éléments théoriques nécessaires
a la compréhension des méthodes d’optimisation locale (§2.2) et globale (§2.3).
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Chapitre 2. Rappels d’optimisation numérique

2.2 Méthodes d’optimisation locale

Dans cette section, nous nous intéressons aux méthodes numériques pour la résolution des
problémes de la forme :

min f(7) (2.24)

ou K < R"™ définit ’ensemble des contraintes appliquées aux variables d’optimisation z. La
fonction cotiit f: R™ — R est supposée non linéaire.

2.2.1 Conditions d’optimalité

L’objectif de ce paragraphe est d’introduire succinctement les conditions théoriques qui
permettent de sélectionner des points candidats & 'optimalité pour des problémes avec et
sans contraintes. Ces conditions servent en pratique & construire des algorithmes, prouver
des convergences et définir des tests d’arréts. Nous présenterons dans un premier temps les
conditions d’optimalité pour des problémes sans contraintes (K est un ouvert de R™) puis
nous introduirons leurs généralisations a ceux avec contraintes (K défini par (2.4)).

Conditions d’optimalité du premier ordre. Nous nous focalisons dans un premier temps
sur I’étude des problémes d’optimisation sans contraintes. Autrement dit, le domaine K des
contraintes est un ouvert de R™. Sans perte de généralité, nous supposerons dans la suite que
K = R"”. Ainsi, considérons le probléme suivant :

min f(z) (2.25)

zeR™

Si f est une fonction continuement différentiable de R™, une condition nécessaire pour qu’un
point * de R™ soit un minimum local de f est :

Vf(z*) = 0. (2.26)

On dit alors que z* est un point stationnaire ou critique de f. Si on suppose que f est
convexe alors cette condition devient une condition nécessaire et suffisante d’optimalité glo-
bale : * est un minimum global de f dans R™. Si de plus, f est strictement convexe, alors z*
est unique minimum global de f.

Conditions d’optimalité du second ordre. Si f est une fonction deux fois continuement
différentiable de R™, une condition nécessaire pour qu’un point z* de R” soit un minimum
local de f est :

Vi) =0 et V2f(z*)>0. (2.27)
Une condition suffisante pour que x* soit un minimum local de f est :

Vi) =0 et V2f(z*)>0. (2.28)

On s’intéresse ensuite & des problémes d’optimisation ol le domaine des contraintes K est
défini par :

K={xeR"|hi(x) =0 Vie{l,...,p}, et gj(x) <0 Vje{l,...,q}}. (2.29)

avec h : R" — RP et g : R® — R? supposées au moins différentiables une fois. Avec de telles
conditions, les éléments théoriques que nous venons de présenter ne sont bien évidemment plus
valables. Cependant, l'idée directrice selon laquelle les points z* tels que V f(z*) = 0 sont

Page 12



2.2. Méthodes d’optimisation locale

des candidats légitimes & la minimisation peut étre reprise. Ainsi, les conditions d’optimalité
présentées ci-aprés sont basées sur la recherche des points critiques d’une nouvelle fonction £
appelée le Lagrangien associé au probléme (2.1). Il est défini par :

Définition 10 (Lagrangien ) Le Lagrangien L du probléme (2.1) avec des contraintes dé-
terminées par (2.29) est défini par :

L:R"xRPxRL — R

Lz, A, 1) = f(z) + 2 Aihi(z) + 2 pigs(x). (2.30)
i=1 j=1

Les vecteurs A € RP et e RY sont appelés les multiplicateurs de Lagrange.

Définissons ensuite la notion de saturation ou d’activation pour des contraintes de type
inégalité par :

Définition 11 (Contrainte active) Une contrainte d’inégalité g; est dite active ou saturée
en un point T si I’égalité est vérifiée en ce point, i.e :

gj(z) =0 (2.31)

et inactive en x si gj(z) < 0. L’ensemble des indices des contraintes actives au point x, noté
Zo(x), est ainsi défini par :

To(w) 2 {jjefl,....q} et g;(a) =0}, (2.32)

Théoréme 1 (Conditions d’optimalité de Karush-Kuhn-Tucker (KKT)) Soit x* un
minimum local de f sur K. Si la famille de vecteurs F(x*) définie par :

F(z') = {Vhi(a"), i€ {l,...,p}} U {Vg;(z"), j € To(a")} (2.33)

est libre, alors il existe un vecteur unique \* € RP et un vecteur unique u* € Ri vérifiant les
trois propriétés (KKT)1,(KKT)y et (KKT)s définies par :

p q
VoL(z* N, p*) = V(") + Y XVhi(z*) + Y. @i Vg;(z*) = 0.

(KKT), £

=1 =1 2.34
(KKT), = p2>0, VYje{l,....q}. (2.54)
(KKT)s = pigi(a*)=0, Vie{l,....q}.

De plus, si f, h et g sont deux fois différentiables alors :
y VELE N i)y =0, Wye V() (2.35)
ot Y(x*), le cone tangent a K en x*, est [’ensemble des vecteurs non nuls de R™ tels que :

y ' Vhi(z*) =0 Vie{l,...,p} (2.36)
y'Vg;(a*) <0 VjeTo(a®). (2.37)

L’objectif de 'introduction de la notion de « contraintes actives » réside dans le fait qu’a ’op-
timum local z*, grace & (KKT)s et (KKT)s, les contraintes actives peuvent étre remplacées
par des contraintes égalités, tandis que les contraintes inactives peuvent étre ignorées. Cepen-
dant, puisque I'on ne connait pas a priori * et quelles sont les contraintes actives, le passage
d’un probléme a contraintes inégalités & un probléme égalité n’est que purement théorique.
En outre, cette notion de contraintes actives permet aussi une interprétation géométrique
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des conditions de Karush-Kuhn-Tucker. En effet, on peut remarquer que, si ces conditions
sont vérifiées, alors —V f(z*) est une combinaison linéaire des vecteurs (Vh;(z*))i=1.p et
(Vgj(x*)) jezy(ar)- Ces vecteurs forment, dans le cadre du Théoréme 1, une base du cone po-
laire de Y(z*). Cependant, sans hypothéses de qualification des contraintes, )(z*) n’est
pas, en général, égal au cone des directions tangentes aux contraintes. Dans I’énoncé du théo-
réme (1), la notion de liberté assure cette qualification. Il est cependant possible d’affaiblir
cette hypothése. Pour plus de détails sur cette théorie, le lecteur pourra se référer aux ouvrages
suivants [Bonnans 2006, Hiriart-Urruty 2007, Hiriart-Urruty 1996].

2.2.2 Meéthodes sans contraintes

Nous abordons dans cette partie la description des algorithmes utilisés pour résoudre les
problémes d’optimisation sans contraintes. Sur la base des conditions d’optimalité décrites
précédemment, nous exposerons dans premier temps (§2.2.2.1) une classe de méthodes appe-
lées méthodes de descente. S’incrivent dans cette classe de méthodes, les méthodes dites
du premier ordre comme les algorithmes de gradient ou des directions conjuguées, ainsi
que celles du deuxiéme ordre comme les algorithmes de Newton ou de quasi-Newton.
Nous présenterons ensuite (§2.2.2.4) les algorithmes de région de confiance qui constituent
une alternative aux méthodes de descente. Enfin (§2.2.2.5), nous détaillerons un probléme
d’optimisation particulier, le probléme dit des moindres carrés, que l'on rencontre trés
fréquemment en vision par ordinateur.

2.2.2.1 Méthodes de descente

Considérons une fonction f continue, & dérivées premiéres continues et supposons que ’on
sait évaluer, soit directement, soit par différences finies, le gradient V f de f en tout point de
I’espace de recherche. Les méthodes de descente regroupent une famille d’algorithmes itératifs
qui, & partir d’un point initial g, construisent une suite d’itérés (xy)geny définie par :

Tyl = Tp + agdy, (2.38)

ou d € R™ est appelé la direction de descente de f en zj vérifiant nécessairement 'inéga-
lité :

Vf(xg) dy, <0, (2.39)
et oy la longueur du déplacement ou pas effectué dans cette direction. Un algorithme de des-
cente est donc complétement caractérisé par la fagon de construire les directions de descentes
di. et la longueur des pas aj que 'on fait dans ces directions.

Les méthodes de Gradient. Les méthodes de gradient sont basées sur I'idée suivante :
puisque le gradient V f(xy) est la direction de la plus grande augmentation de f au point xy,
il est naturel de se déplacer dans la direction opposée. Ainsi, pour I’ensemble de ces méthodes,

les directions de descente sont définies par d, = —V f(2*), générant une suite d’itérés définis
par :
V(@)
Thil = Tp — Qp———— avec ay > 0. (2.40)
IV f ()]

Dés lors, le distinguo entre toutes les approches se fera dans le choix de la longueur du pas
ay. Pour la classe de méthodes, dites a Gradient a pas prédéterminé, la suite des (a)gen
est fixée a priori. Mais afin d’assurer la convergence de 'algorithme, cette suite doit vérifier
certaines hypothéses. Ainsi, on montre que si

a0
I _0 et — 2.41
Jim o, 0 e kz_:()ak +o0 (2.41)

Page 14



2.2. Méthodes d’optimisation locale

alors la suite des itérés x converge vers x*. Mais en pratique, la convergence de cette méthode
est trés lente. C’est pourquoi la recherche du pas & chaque itéré peut étre vue comme un
probléme d’optimisation univarié.

Ainsi, dans une deuxiéme classe de méthodes dites de Gradient 4 pas optimal, oy est
choisi a chaque itération comme étant égal a la solution du probléme d’optimisation :

minf(xy —aV f(zy)). (2.42)
a>0
Cette étape est souvent appelée recherche linéaire exacte. Cependant, ce probléme d’op-

timisation unidimensionnel peut étre difficile & priori. Mais, dans le cas particulier ou f est
deux fois continuement différentiable, on peut remplacer dans (2.42) f par :

>

1
mi(z) flan) + (w— ) "V f (2r) + 5z = z) V2 f () (= 1), (2.43)
son modéle quadratique d’ordre 2 au point xx. On obtient ainsi une direction qui approxime
la solution exacte de (2.42). Cette direction particuliére, est appelée direction ou point de
Cauchy. Dans le cas convexe, ce point est donné par :

s Vi@ )
do & —grronsi o V) (244

Mais, cette approximation peut ne pas s’avérer suffisamment fiable pour assurer un résultat
précis. Ainsi, dans une majorité de cas, les algorithmes de Gradient & pas optimal ne figurent
pas parmi les plus performants.

La derniére catégorie de méthodes, dites & Gradient accéléré, se fonde sur I'idée qu’un
pas de descente est acceptable §’il fait « raisonnablement » décroitre la fonction objectif. On
sous-entend dans l’adverbe sibyllin « raisonnablement » que «; doit étre ni trop grand pour
assurer la convergence, ni trop petit pour éviter une convergence prématurée. Les deux régles
les plus couramment utilisées pour le choix de «j sont les régles de Wolfe et de Goldstein.
Elles spécifient qu'un pas oy est acceptable s’il satisfait les conditions :

La régle de Goldstein :

Pr(ar) < o(0) + ey (0)ay
or(ar) > ¢r(0) + (1 c &), (0)e,. (2.45)
La régle de Wolfe :
drlow) < ¢r(0) + ¢ (0)ouy
Pelar) = (1—2)¢(0). (2.46)

ol ¢p() £ f(zF + ad®) et e fixé dans intervalle ]0, 1[. La figure 2.1 illustre graphiquement
la mise en oceuvre de ces deux régles. Plus de détails sur ces techniques sont disponibles
dans [Bonnans 2006, Nocedal 2006]. Pour ces deux derniéres méthodes, on peut montrer,
cf. [Luenberger 2008], que si f € C2(R") et si la suite des itérés (zj)rern converge vers un
minimum local x*, alors la suite (f(zx))gern converge linéairement vers f(z*). En outre,
la constante d’erreur asymptotique est bornée par une constante dépendant uniquement du
conditionnement numérique de V2 f(z*).

Tout en restant dans la catégorie des méthodes de descente d’ordre 1, les alternatives aux
méthodes de gradient sont les méthodes dites de directions conjuguées ou de gradients
conjugués.
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A
P \
\*\\¢(0) + ¢’ (0)ex
\\\ de pente (1 — €)¢’(0)
Acceptables «
A
Pk

T 6(0) + 24 (0)a

N 8(0) + (1 — ©)¢/ (0)ar

Acceptables et

FIGURE 2.1 — lllustration de la régle de Wolfe et de Goldstein. L’espace en vert décrit les pas
acceptables pour les deux régles.

Méthode des directions conjuguées. La méthode des directions conjuguées a initiale-
ment été développée pour résoudre de grands systémes linéaires. Elle a, par la suite, été adaptée
afin de résoudre des problémes d’optimisation non-linéaires. Introduite dans [Hestenes 1952],
elle a pour but la résolution de deux problémes équivalents :

Az =b (2.47)

et
1
min ®(z) £ ixTAx —b'z +ec, (2.48)

zeR™
ou A est supposée symétrique et définie positive. Elle repose sur la création économique d’une
suite de directions (d)gern orthogonales pour le produit scalaire induit par la matrice A. Plus
précisément, on dit que les n directions dy, ..., d, sont A-conjuguées si :

Vi,jel,n], i#74, {di,dj)a={d;, Adj> = d} Ad; = 0. (2.49)

Des vecteurs non nuls et A-conjugués forment une base de R™. Il y a donc au plus n directions
A-conjuguées dans R™. Par conséquent, un algorithme initialisé a partir de xo € R™, disposant
a chaque itération k de k — 1 directions conjuguées di,...,dx_1 et minimisant ®(z) sur la
variété linaire {zo} + vect(dy, ..., dy), convergera nécessairement en, au plus, n itérations. De
maniére plus succincte, un tel algorithme aura parcouru tout I’espace de recherche en, au plus,
n itérations. La méthode des directions conjuguées définit les directions dj par la formule :

d;A(A(Ek+1 — b)

d 2.50

drv1 = —(Azgyer —0) +

oll xpi1 est préalablement calculé a partir de (2.38). Remarquons tout d’abord qu’aucune
opération (p. ex. inversion ou transposition) n’est effectuée sur A durant ’algorithme. Une
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premiére fagon d’améliorer I’algorithme consiste donc & ne pas stocker directement la matrice
A, mais & simplement implanter les produits lignes-colonnes nécessaires. Le taux de conver-
gence de la méthode étant directement lié & la répartition des valeurs propres de A, une
deuxiéme facon d’améliorer I’algorithme consiste & transformer la matrice A de sorte que ses
valeurs propres soient mieux distribuées. Ce processus s’appelle un pré-conditionnement.
Il consiste a changer la variable x en une variable & au moyen d’une matrice C' non-singuliére :
Z = Cz. Ceci conduit & minimiser non plus directement ®, mais :

b(2) = %zT(C*TAC*l)az« L (BTC e + e (2.51)
Le taux de convergence de la méthode dépend alors des valeurs propres de la matrice C~ T AC™1
et non plus de celles de A. C' peut alors étre choisie de maniére a accélérer la méthode.
Remarquons ensuite que V®(z) = (Az —b), on constate alors que la k™ direction dj, est
obtenue par combinaison linéaire du gradient V& au point x;_1 et des directions précédentes.
Cette remarque permet la généralisation de cette méthode aux fonctions C? non quadratiques
en remplacant ® par le développement de Taylor de f & 'ordre 2. C’est la méthode dite de
Fletcher et Reeves [Fletcher 1964], pour laquelle les directions conjuguées dj sont définies
par :

IV.f (zk1)|”
IV £ ()12

avec Tpy1 précédemment calculé par (2.38). De maniére pratique, la convergence globale
des méthodes de directions conjuguées de Fletcher-Reeves est assurée par une étape dite de
« redémarrage » : aprés un cycle de n itérations sans que le test d’arrét soit satisfait, on

dry1 = —Vf(opgr) + dg, (2.52)

redémarre la méthode avec une méthode de gradient, par exemple dp = —V f(xy). Ceci est
illustré dans l'algorithme 1. La convergence de cet algorithme est alors super-linéaire. Notons

Algorithme 1 Directions Conjuguées

Précondition : g € R"
1: dy < —Vf(l‘g)
2: tant que Test d’arrét en xp non vérifié faire
3:  Calcul de oy

4: Thal < Tk + apdy

5. si k + 1 est un multiple de n alors

6: di — —V f(x) (redémarrage)

7:  sinon V5 T
N Tk+1

8: di, < =V f(xg-1) + Brdy—1, ot B 2Nk

9: k—k+1

10: retour i

qu’il existe une variante, dite de Polack-Ribiére [Polak 1969|, qui consiste a remplacer 3y par :

_ Vf(ka)T(Vf(ka) — Vf(zk)))
O = ML ' (2:53)

Cependant la convergence de la variante de Polak-Ribiére n’est pas assurée. Par contre, on

peut montrer que cette derniére, quand elle converge, le fait plus rapidement. Enfin, notons
que la notion de conjugaison n’a pas de sens dans le cas non-quadratique (sauf prés de 1'opti-
mum, mais il est inconnu a priori). Il faut donc tester, au cours des itérations, si 'hypothése
d’approximation quadratique est vérifiée. Pour ce faire, on peut par exemple surveiller les
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indicateurs suivants :

IV (zre1) V(e <e, 0<e<0 (2.54)
Vf(ps1)  diga
IVf(@rs1)[| dpsa |

Les méthodes de descente du premier ordre n’utilisent que les données issues du gradient

<-n, 0«n. (2.55)

de f. Afin d’accélérer la convergence et améliorer la précision de la solution, les méthodes du
second ordre exploitent les informations fournies par les dérivées secondes ou leurs approxi-
mations. Supposons donc que f est deux fois continuement différentiable sur R™ et que, outre
le gradient, on sait évaluer soit directement, soit par différences finies, la hessienne V2 f(z) de
f en tout point de I'espace de recherche.

2.2.2.2 Méthode de Newton

Le principe général de cette méthode est de minimiser, au voisinage de xj, I’approximation
quadratique de f :

mp(z) = fzr) + (z—2p) Vf(2r) + %(x — ) V2 f () (2 — ). (2.56)

Le minimum dy de my, appelé direction de Newton au point xy, vérifie Vq(dy) = 0, soit :

>

dy 2 —[V2f(en)] " V(). (2.57)

Une itération de ’algorithme de Newton s’écrit alors :
Tpy1 = X+ dn. (2.58)

En pratique, la méthode n’est pas mise en ceuvre avec une inversion directe de V2 f(xy) qui
peut étre mal conditionnée, mais utilise plutot la résolution du systéme :

VA f(zp)dy = =V (k). (2.59)

La méthode de Newton revét un intérét particulier car sa convergence est quadratique au
voisinage de la solution, c’est-a-dire qu’il existe 7 = 0 tel que :

2% — zp4a ]

2.60
o — a2 (2:60)

Cependant, la convergence n’est assurée que si le point initial g est suffisamment proche de
x*. En outre, & chaque itération k, dy existe et vérifie (2.39) si et seulement si V2f(zy) > 0.
Ces deux restrictions font que l'algorithme de Newton, décrit par 'algorithme 2, a un intérét
limité.

Algorithme 2 Newton

Précondition : zg € R™
1: tant que Test d’arrét en z; non vérifié faire
2:  Calcul de la direction de Newton dy solution de V2 f(xy)dy = —V f(x)
3: Tkl < Tk +dn
4: k—k+1
5: retour xy

Néanmoins, en minimisant itérativement un modéle quadratique perturbé, il est possible
de remédier a ces deux inconvénients. Minimiser un tel modéle revient & modifier itérativement
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la matrice hessienne V2 f(x}), afin d’assurer d’une part I'existence de dj et d’autre part que
celle-ci soit une direction de descente. De maniére pratique, & chaque itération, on ajoute a
V2 f(xy) une matrice diagonale de maniére & forcer sa positivité :

(V2f(er) + piln) di, = =V f(x) (2.61)

ot I, est la matrice identité de R™*™ et uy choisi de telle sorte que min A+ pg soit
AeSp(V2 f(z))

strictement positif. Compte tenu qu’il faut résoudre (2.61) a chaque itération, il est en outre
souhaitable de choisir j; de maniére & améliorer le conditionnement de V2f(xy) + pply.
Enfin, tout algorithme mettant en ceuvre cette méthode utilise en pratique une factorisation
de V2 f(x,). Cette factorisation sert a accélérer les étapes suivantes :

1. établir si V2f(xy) > 0
2. calculer une matrice hessienne augmentée, V2 f () + ppl, > 0
3. résoudre le systeme (V2f(zy) + pily) d¥ = =V f(z4).

Enfin, bien que I'existence des directions de descente soit acquise, il est nécessaire de rendre
I’algorithme globalement convergent (i.e. convergent quel que soit le point de départ). Ceci est
réalisé via l'introduction d’un pas ay, calculé soit de maniére exacte (2.42), soit par recherche
linéaire (2.45, 2.46). L’algorithme 3 peut alors étre vu comme un compromis entre les méthodes
de gradient (convergence globale mais linéaire) qui correspondent a , trés grand et la méthode
de Newton (convergence locale autour de z* mais quadratique) correspondant & p nul.

Algorithme 3 Newton perturbé
Précondition : g € R"

1: tant que Test d’arrét en xp non vérifié faire

2:  Calcul de oy
Factorisation de V2 f(x},)
si V2f(z;) > 0 alors

résoudre V2 f(zy)dy = —V f ()
sinon

Calcul de gy

résoudre (V2 f(zy) + piln) de = =V f (k)
Tyl < Tk + agdy
10: k—k+1
11: retour

Les inconvénients de ces méthodes résident dans le fait qu’elles obligent a utiliser la matrice
hessienne de f a chaque itération. Or, le calcul de cette matrice pose des problémes pratiques.
En effet, que les dérivées secondes soient calculées de maniére exacte ou par différences finies,
leur implémentation est souvent fastidieuse et entachée d’erreurs numériques. Ensuite, la
résolution a chaque itération des systémes (2.59) ou (2.61) peut consommer beaucoup de
temps de calcul et donc s’avérer trés pénalisante. Dés lors, les méthodes suivantes s’attachent
4 maintenir la structure des algorithmes de Newton sans toutefois utiliser la matrice hessienne.

2.2.2.3 Méthodes de quasi-Newton (ou méthodes a métrique variable)

Ces méthodes sont des généralisations de la formule itérative de Newton. L’idée est de
construire & chaque itération des matrices Hj approximant la hessienne V2f(zy), ou des
matrices By approchant son inverse (V2f(x;))~!, en n'utilisant que f(z), Vf(zx) et des
informations de courbures relatives aux itérés précédents. Une méthode de quasi-Newton est
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une méthode du type :

Tyl = T+ apdy
ou du type :
Tpr1 = Tp+ apdy

ol Hy, (respectivement By) est une matrice destinée a approcher la hessienne de f (respecti-
vement l'inverse de la hessienne de f) en xy. Il se pose alors deux problémes : quelle stratégie
adopter pour faire ces approximations et comment ensuite les mettre & jour au cours des
itérations 7

Tout d’abord, écrivons le développement limité de V f au voisinage de xp,1 appliqué en
Ty -

Vi(zps1) = V(o) + VAf(xr)(@p — 2x) + o||zprr — 2xl))- (2.64)

Si on fait 'hypothése que I'approximation quadratique est bonne, on peut négliger le reste et
considérer que 1’'on a :

V(i) = Vi) = V2f(er) (@ — o). (2.65)
Ceci conduit & la relation de définition de la relation de quasi-Newton :

Définition 12 (Relations de Quasi-Newton) On dit que les matrices Hy1 et Byy1 véri-
fient une relation de quasi-Newton si on a :

Vi(@gs1) = V(zk) = Hepr(zrer — zp), (2.66)

ou

Bi+1 (Vf(whs1) = Vf(zk)) = g1 — o (2.67)

L sont alors construites suivant

Les approximations de V2 f(zy) et de son inverse (V2f(zy))~
ces deux derniéres relations. Cependant, connaissant Hy et By, comment mettre a jour les
matrices Hi 1 et B 1 tout en assurant leur positivité ? Le principe de la mise & jour consiste,

pour une itération donnée de ’algorithme :

{ d = —H.'Vf(x)
Tpt1 = Tp+ ody,
a ajouter & Hy 'information nouvellement acquise sur la courbure de f :

Hii1 = Hi+ Ag (2.68)

avec Ay symétrique vérifiant les relations :

Vi(@ke1) = V(wg) = Hepr(zpe — 2k) (2.69)
Hk >0 = Hk+1 > 0. (2.70)

Suivant le rang de A on parlera de correction de rang 1 ou de rang 2. Une méthode de
quasi-Newton est donc complétement définie par le type d’équation de quasi-Newton qu’elle
vérifie et la nature des matrices de mise & jour A qu’elle utilise. L’algorithme 4 résume,
sous forme de pseudo-code, les éléments que nous venons de détailler. Plusieurs formules sont
possibles pour réaliser la mise & jour, chacune donnant lieu & une méthode particuliére. Les
deux méthodes les plus utilisées sont détaillées ci-apreés.
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Algorithme 4 Quasi-Newton
Précondition : g e R", Hy =1 ou By = I.
1: tant que Test d’arrét en z; non vérifié faire
2: dp — H]:1Vf($k) ou dj «— Bka($k>
. Calcul de oy

3
4 Tha1 < T + apdy

5:  Mise a jour de Hg ou By selon la méthode choisie
6: k<—k+1

7: retour

Algorithme de Davidon, Fletcher, Powell (DFP) La formule de mise & jour de Davidon,
Fletcher et Powell est une formule de correction de rang 2 donnée par :

yryp  Hisps) Hg

Hi1 = Hk+y;—5k— STHior (2.71)

avec
s = Thi1 — Tk (2.72)
ve = Vf(ze) = VF(ag). (2.73)

Si Hg > 0 et si sgyk > 0 alors Hg11 > 0, ce qui garantit que les directions dj successives
sont des directions de descente. La condition sgyk > 0 est vérifiée si 1 est obtenu par
une minimisation unidimensionnelle dans la direction dy, = —HyV f(z) ou au moyen de la
recherche linéaire (2.45, 2.46). En outre, il est intéressant de remarquer que dans le cas d’une
fonction quadratique, les directions sont conjuguées, assurant ainsi une convergence en au
plus n itérations.

Algorithme de Broyden, Fletcher, Goldfarb, Shanno (BFGS) La formule de mise a jour
de Broyden, Fletcher, Goldfarb et Shanno est une formule de correction de rang 2 qui s’obtient
a partir de la formule DFP en intervertissant les roles de sj et yi. La formule obtenue permet
de mettre & jour une approximation By de I'inverse du hessien possédant les mémes propriétés,
a savoir Bgy1 > 0 si By > 0 et vérifiant la relation de quasi-Newton (2.67). La formule de
mise & jour est donnée par :

T T T

Sk Sk SkS

Brt1 = (I — ) By <I - > + ok (274)
Y. Sk Y. Sk Y. Sk

La méthode BFGS posséde les mémes propriétés que la méthode DFP : dans le cas quadratique
les directions engendrées sont conjuguées. De plus, la vitesse de convergence ce cette méthode
est moins sensible que la méthode DFP aux imprécisions dans la recherche du pas de descente.

2.2.2.4 Méthode des régions de confiance

Nous venons de détailler une classe de méthodes d’optimisation qui permet notamment de
pallier les défauts de la méthode de Newton locale tout en essayant de conserver ses propriétés
de convergence. En utilisant une approche différente, les méthodes dites des régions de
confiance visent le méme objectif. Comme nous 'avons vu, une itération de la méthode
de Newton consiste & minimiser un modéle quadratique my de f. Suivant les propriétés du
développement de Taylor, my est une bonne approximation de f lorsque 'on est proche de
I'itéré xy. Le principe des régions de confiance réside ainsi dans le fait de définir une région
autour de l'itéré x; dans laquelle on peut faire confiance & my. En pratique, cette région est
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une boule de centre z; et de rayon ri. Les deux points clés des algorithmes de régions de
confiance sont donc le calcul et la mise & jour du rayon de la région de confiance 1y et la
résolution du sous-probléme de région de confiance.

Définition 13 (Sous-probléme des régions de confiance) Soit x, € R™ et 1, > 0, le
modeéle quadratique my, est défini par :

1
my(xp +d) = fzr) +d Vf(zg) + 5dTVQf(ggk)d. (2.75)
Le sous-probléeme de région de confiance est défini par :

min mg(z, + d). (2.76)

ldll<rs

Intéressons-nous au conditions d’optimalité de ce probléme. Pour cela, sans perte de généralité,
on redéfinit les contraintes par :

1
5(HdH? —r7) < 0. (2.77)
Le lagrangien de ce probléme s’écrit alors :
1
Llap) = flan) +d V() + 5d VA F@)d + S(ld? - ) (2.78)

Si dj, est solution du sous-probléme de région de confiance, alors les conditions de (KKT)
assurent qu’il existe p; € R tel que :

Vf(ay) + V2 (ap)d + phdy, = (2.79)
pn o = (2.80)
pellldil® = 7%) = (2.81)

Si dj se situe a l'intérieur de la région de confiance alors p; = 0. Par conséquent (2.79) est
équivalent au systéme (2.59) ramenant la méthode a celle de Newton locale. Si la solution se
trouve sur la frontiére de la région de confiance alors (2.79) devient :

(V2 f(xn) + piD)dy, = =V f(x). (2.82)

Dans ce cas, on peut montrer (cf. [Conn 2000]) que V2f(zy) est semi-définie positive. Ceci
souligne le lien entre le probléme de région de confiance et la minimisation du probléme
quadratique perturbé (2.61). En effet, dans les deux cas, un multiple de 'identité est ajouté a
la matrice hessienne afin de corriger les défauts de la méthode de Newton locale. Cependant,
soulignons que (2.81) fournit un lien explicite entre le paramétre . et le rayon de la région
de confiance associée dj. Néanmoins, a I'instar de (2.59), il est trop cotteux de résoudre
exactement (2.79). Il est plus avantageux de déterminer une solution approximative. Il existe
plusieurs méthodes d’approximation, les deux plus utilisées sont la méthode Dogleg et celle
de Seihaug-Toint.

La premiére est basée sur les informations relatives a la taille de la région de confiance et
n’est valable que si V2 f(x,) est définie positive. En effet si cette derniére est petite, alors il est
légitime de penser que le terme quadratique V2 f(x) joue un role mineur dans myg. Dés lors,
on choisit dj, comme étant égal a la direction de Cauchy (2.44). A contrario, si rj, est trés
grand, alors V2 f(x) joue un role prépondérant dans my. On choisira alors df comme étant
égal a la direction de Newton (2.57). Si r n’est pas suffisamment significatif pour induire un
comportement particulier de my, alors dj est choisi comme une combinaison entre le point de
Cauchy et celui de Newton.
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La seconde, qui ne nécessite pas d’hypothéses sur V2 f(x), est basée sur une adaptation
de la méthode des directions conjuguées pour résoudre le probléme (2.79). Plus de détails sur
ces deux méthodes sont disponibles dans 'ouvrage de référence [Conn 2000].

Le rayon de la région de confiance est déterminé par essais-erreurs. A la premiére itération,
ro est fixé arbitrairement. Ensuite, a chaque itération, on évalue la qualité de la solution dj,
du sous-probléme de région de confiance et on adapte r; en fonction de cette évaluation.
L’évaluation de la qualité de la solution est réalisée a 'aide de la quantité :

s Sk +dp) — flag)
my(zr, + di) — my (o)

p (2.83)

qui correspond au rapport de I'accroissement (positif ou négatif) de f sur celui du modéle
my. Si my, est fiable, cette quantité devrait étre proche, voire plus grande, que 1. Inversement
si elle est proche de 0, my n’est pas fiable. Pratiquement, afin de caractériser ces cas et de
mettre & jour rg, introduisons les constantes n; et 12 telles que 0 < n; < 72 < 1. Distinguons
trois cas :

— si p = 1y alors my, est trés fiable et ri est doublé

— si n < p < 19 alors 'adéquation entre my est f n’est pas parfaite, mais si elle a permis

de réduire la valeur de f, alors on peut la supposer fiable et r; n’est pas modifié

~ si p < alors my, n'est pas fiable et 7y, est réduit & |d}||
Pour donner un ordre d’idée, on fixe en pratique 171 = 0.01 et 772 = 0.9. L’ensemble de tous
ces éléments est résumé dans ’algorithme 5.

Algorithme 5 Régions de confiance
Précondition : xzg e R™, n1, n9, 1o

1: tant que Test d’arrét en x; non vérifié faire
2. Calcul de dj, par résolution approximative du sous-probléme de région de confiance (13)
a l'aide de la méthode Dogleg ou Steihaug-Toint
[k +d}) — f(xp)
mg(zy + dy) — my(zy)
si p < n; alors

3:  Calcul de p =

Tpy1 < Tk
i — 5lldzl]

Tpt1 < T + dy,

4
)
6
7:  sinon
8
9 si p = 1o alors

10: Thal < 27k
11: sinon
12: Thk4+1 < Tk

13: k<—k+1
14: retour i

2.2.2.5 Probleme des moindres carrés

Les problémes de moindres carrés sont des problémes d’optimisation de la forme (2.18). Ces
problémes sont trés fréquents en vision par ordinateur, car ils apparaissent dés que 1'on désire
ajuster un modéle mathématique sur des données expérimentales. La premiére idée consiste
a appliquer directement la méthode de Newton locale. Pour cela, calculons le gradient et la
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hessienne du probléme. Si f est égal & la fonction cott 7' (z)r(z), alors :

Viz) = J.(x)r(x) (2.84)
Vif(z) = Jo(z)"Jo(z) + H(2)r(x) (2.85)

ou Jy(x) et Hy(x) sont respectivement la jacobienne et la hessienne de r. Cette hessienne est
en général trés cotteuse a calculer. De plus, au voisinage de 'optimum (domaine de validité
théorique de la méthode de Newton) r sera petit, rendant la contribution du terme H, (x)r(x)
négligeable. Il est donc judicieux de vouloir 'ignorer et ainsi de considérer que :

Vif(z) ~ Jo(z)"J.(x). (2.86)

Cette approximation est connue sous le nom d’hypothése de Gauss-Newton. Elle permet
d’une part, d’approcher V2f(x) par des dérivées premiéres et d’assurer, d’autre part, que
cette derniére est toujours semi-définie positive. Cette hypothése conduit & ’algorithme 6 dit
de Gauss-Newton.

Algorithme 6 Gauss-Newton
Précondition : zg € R™

1: tant que Test d’arrét en z; non vérifié faire

2:  Calcul de dy solution de J,(zx) " J.(21)dN = —J-(x1)r(2))
3: Tpa1 < Tp +dn

4: k—k+1

5: retour xj

Cependant la convergence de cette méthode n’est pas garantie. En effet, si g est trop loin d’un
optimum local, alors J,.(x1) " J,(zx) peut étre singuliére ou mal conditionnée. Mais ces incon-
vénients sont liés & la méthode de Newton et non a ’hypothése de Gauss-Newton elle-méme.
Afin de pallier ces inconvénients, on peut donc envisager de minimiser un modéle quadratique
perturbé. Comme nous 'avons déja vu, cela revient & augmenter itérativement la diagonale
de la hessienne afin de la rendre positive et mieux conditionnée. Cette approche, connue sous
le nom d’algorithme de Levenberg-Marquardt, est détaillée dans 'algorithme 7.

Algorithme 7 Levenberg-Marquardt
Précondition : xg e R”, ug
1: tant que Test d’arrét en xp non vérifié faire
2:  Calcul de oy
Factorisation de J,.(zy) " J.(21)
si J,(zg) " J-(x1) > 0 alors
résoudre J,. ()" Jp (2x)dy = —J (25)r(zp)
sinon
Calcul de py de sorte que (Jy (k)" Jr(zg) + piln) > 0
résoudre (JT(xk)TJT(a:k) + ,u,kIn) dp = —Jp(xp)r(xy)
Tht1 < Tk + apdy,
10 k<—k+1
11: retour i

Notons qu’en appliquant un algorithme de région de confiance a (2.18) et en écrivant les
conditions de (KKT) sous I’hypothése de Gauss-Newton (2.86), il est possible d’écrire un lien
direct entre py et le rayon de la région de confiance dy.

Du fait que les problémes rencontrés en vison par ordinateur ont la propriété de rendre
creuse la matrice J,(z}), cet algorithme est actuellement, sous plusieurs déclinaisons que nous
détaillerons par la suite, le plus employé dans ce domaine.
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2.2.2.6 Méthodes sans dérivées

Nous avons vu précédemment comment minimiser une fonction f a ’aide, soit des dérivées
premiéres, soit des dérivées premiéres et secondes (ou de leurs approximations). L’objet des
deux paragraphes suivants est d’introduire des notions sur les techniques de minimisation qui
n’utilisent aucune des informations relatives aux dérivées. Le premier paragraphe détaille des
méthodes dédiées & la minimisation de fonctions univariées qui sont souvent utilisées pour la
recherche exacte de pas de descente. Le deuxiéme paragraphe se veut plus introductif sur des
méthodes plus générales qui sont utilisées notamment quand les dérivées ne sont pas fournies
ou trop cotiteuses a calculer.

Méthodes sans dérivées pour fonctions univariées et unimodales. Nous détaillons
dans ce paragraphe certaines méthodes directes dédiées a des fonctions coflit univariées et
unimodales. Nous cherchons alors a résoudre :

min f(z). (2.87)
zeR
On dira qu’une fonction univariée f est unimodale sur un intervalle [a, b], s’il n’existe qu’'un
seul minimum de f dans cet intervalle. Ces méthodes consistent alors a réduire 'intervalle de
recherche de maniére itérative jusqu’a obtenir un encadrement satisfaisant du minimum. Elles
présentent ’avantage d’étre trés simples & implémenter et peuvent étre utilisées, par exemple,
dans des étapes de recherche de pas optimal.
La méthode la plus classique est la méthode dite a section symétrique. Considérons
un intervalle de recherche [a, b]. Comme f est unimodale, si la valeur de f est connue en a,b
et en deux autres points ag < by (correspondant aux premiers itérés de la méthode), alors il
existe toujours un sous-intervalle parmi [a, ag] et [bg, b] qui ne contient pas le minimum z*.
On obtient ainsi un intervalle réduit sur lequel on répéte 'opération. L’algorithme 8 résume
cette méthode.

Algorithme 8 Section Symétrique
Précondition : a, b

1: ag < a et bg < b
2: Choix d’un paramétre wg € [ag, bp| qui caractérise la méthode.
3: tant que Test d’arrét en x; non vérifié faire
4: C < Wk
5. si wg < ap + by — wy, alors
6: d «— ap + by — wy,
7:  sinon
8: cp «— ap + by — wy
9: dp — wy
10:  si f(ex) < f(dy) (i.e z* € [ag, dg]) alors
11: Q41 < Qf
12: bk+1 — dj,
13: Wk+1 < Ck
14:  sinon
15: r* e [Ck, b}c]
16: Qk+1 < Ck
17: b1 < by
18: Wh41 < d.
190 k<—k+1
20: retour xj
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On obtient ainsi une famille de méthodes complétement définie par le choix de wy. Deux

déclinaisons particuliéres sont parmi les plus utilisées. La premiére, dite & section dorée,

deéfinit wp comme étant égal & Tag + (1 — 7)by avec T = % (le nombre d’or). Avec wp ainsi

défini, on peut montrer que :

b — 1
k+1 — Qkt+1 - (2.88)
b, — ag T
de sorte que
1
bk+1 —Ak+1 = Tik:(b - CL). (289)
En prenant xj = b”ﬁ# comme approximation de z* € [ag, bi], on obtient :
1b—a
-z = — . 2.90
o -] = s (2.90)

La méthode s’arréte lorsque b’“JrTa’“ correspond a la précision souhaitée. La seconde méthode,
dite de Fibonacci, choisit wg égal a topag + (1 — to)bo avec ty = ?”iz, (F))ken étant la suite
de Fibonacci (définie par Fy = 0,F; = 1 et Fypio = Fgi1 + F)) et n le nombre d’étapes

(déterminé a priori) que I'on souhaite effectuer. On peut alors montrer que :

b1 — Qkt1 Fryok

_ _ (2.91
br — ag Fois—k )
En prenant x; = b“ﬁ# comme approximation de z* € [ag, bg], on obtient :
b—a
|z —x*| = . (2.92)
Fn+3

La méthode de Fibonacci est optimale dans le sens otl, pour un nombre prédéterminé d’ité-
rations n, elle obtient un intervalle [ag, bi] contenant z* le plus petit possible.

Méthodes sans dérivées Ces méthodes, dites directes, ne nécessitent pas le calcul de
dérivées et sont parfois plus faciles & mettre en ceuvre que les méthodes vues précédemment,
dites indirectes. Cependant, leurs performances peuvent souvent s’avérer limitées dés que
la complexité du probléme a traiter devient importante. La méthode la plus répandue est
la méthode dite de Nelder-Mead [Nelder 1965]. Le principe de la méthode, appelée aussi
méthode du simplexe (& ne pas confondre avec I’algorithme du Simplexe pour la résolution de
problémes de programmation linéaire), consiste a définir une figure géométrique dans ’espace
de dimension n, appelée simplex, possédant n + 1 sommets. La fonction objectif est ensuite
évaluée en chacun des sommets. Une fois trouvé le sommet avec les moins bonnes performances
(sommet présentant la valeur maximale de la fonction objectif dans le cas d’un probléme de
minimisation), un nouveau simplex est construit : le plus mauvais sommet est éliminé et
remplacé par un point symétrique par rapport au centre de gravité des sommets non éliminés.
La recherche du minimum se poursuit donc en s’éloignant du plus mauvais sommet. Cette
procédure de construction d’'un nouveau simplex est répétée jusqu’a ce qu’une solution soit
trouvée & la précision recherchée. Plusieurs résultats sur la convergence de cette méthode
sont disponibles dans [McKinnon 1999]. L’algorithme 9 détaille cette procédure. Il existe une
autre catégorie de méthodes sans dérivée. Celle-ci est basée sur 'utilisation d’évaluation de
f en plusieurs points pour construire un modéle approximant f et pouvant étre minimisé
(cf. [Conn 2009]). Bien str, plus le nombre de points est élevé, plus ’approximation sera proche
de f. Mais, comme f est souvent cotiteuse & évaluer, on ne dispose en pratique que de peu
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Algorithme 9 Nelder-Mead
Précondition : n + 1 point xg,...,x,
1: tant que Test d’arrét en z,, non vérifié faire
2:  Evaluer f en chacun de ces points les réordonner de telle sorte que : f(zg) < f(x1) <

3:  Calculer le centre de gravité x, des points o, ...,z

4:  Construire le point symmeétrique x5 = x4 + (x4 — z,) de x, par rapport au centre de
gravité .

5. si f(zs) < f(xp) alors

6: Agrandir le simplexe dans la direction de x; :

7: Ty — Ty + 2(xg — Tn)

8: si f(zq) < f(zs) alors

9: Ty < Tq

10: sinon

11: Ty < Tg

12: si f(zp—1) < f(zs) alors

13: Réduire le simplexe :

14: Ty — 2k + 22y — T)

15: si f(x,) < f(zs) alors

16: Tp < Ty

17: sinon

18: Ty < Tg

19: retour z,

de points pour construire un modéle fiable. Il faudra donc accorder un soin particulier & leur
répartition dans I’espace de recherche. De plus, la fagon de construire le modéle joue aussi un
role prépondérant et plusieurs approches sont disponibles dans la littérature : les polynémes,
le krigeage ou les réseaux de neurones. Dés lors, on comprend que les deux points clés de ce
type de méthode sont le choix des points du modéle et le modéle lui-méme. L’algorithme 10
schématise les principes de base de cette catégorie de méthode.

Algorithme 10 Modéles d’interpolation
Précondition : xzg point initial, n points de modéles z1,...,Z,

1: tant que Test d’arrét en x; non vérifié faire

2. Construire un modéle f de f a partir de Z1, ..., Zy.

3. Calculer z3,; minimum de f & 'aide de méthodes d’optimisation locales (régions de
confiance, quasi-Newton...)

4:  Mettre a jour les points de modéles en incluant xj

5: retour k— k+1
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2.2.3 Meéthodes avec contraintes

Le but des paragraphes suivants est de décrire succinctement les méthodes de minimisation
locales avec contraintes. En effet, nous détaillerons moins ces méthodes que les précédentes,
car elles sont moins utilisées en vision par ordinateur, et ce essentiellement pour deux raisons.
La premiére est que tout simplement certains problémes, comme 'ajustement de faisceaux, ne
sont pas contraints. La seconde est que la nature complexe des contraintes empéche de disposer
(méme si cela n’est pas toujours nécessaire) d’un point initial les vérifiant. On préfére alors
résoudre le probléme sans contraintes puis le projeter sur ces derniéres.

2.2.3.1 Programmation linéaire

Les problémes de programmation linéaire (PL) sont des problémes d’optimisation convexes
ou la fonction objectif et les contraintes sont toutes linéaires. On cherche donc a résoudre le
probléme (2.93) :

min f()
s.l.e. g(z) <0 (2.93)
h(z) =0,

ou f, g et h sont des fonctionnelles multivariées linéaires. On rappelle qu'un probléme de
programmation linéaire est défini sous sa forme standard par (2.17). La programmation li-
néaire est un domaine central de 'optimisation, car les problémes de PL sont les problémes
d’optimisation les plus faciles - toutes les contraintes y étant linéaires. Beaucoup de problémes
réels de recherche opérationnelle peuvent étre exprimés comme un probléme de PL. Pour cette
raison, un grand nombre d’algorithmes pour la résolution d’autres problémes d’optimisation
sont fondés sur la résolution de problémes linéaires. Le terme programmation linéaire suppose
que les solutions & trouver doivent étre représentées en variables réelles. Cependant, il peut
étre nécessaire d’utiliser des variables discrétes dans la modélisation du probléme (contraintes
dites d’intégrité), on parle alors de programmation linéaire en nombres entiers (PLNE). 11 est
important de savoir que ces derniers sont nettement plus complexes a résoudre que les PL en
variables continues. Dans cette section, aprés avoir présenté les différentes formulations d’un
probléme de PL, nous faisons une courte introduction & 'algorithme du simplexe.

Méthode du Simplexe. L’algorithme du simplexe - ou algorithme de Dantzig - est une tech-
nique & la fois fondamentale et trés populaire pour les problémes de programmation linéaire
car trés efficace en pratique. Il est implanté dans tous les solveurs de programmes linéaires.
Les autres algorithmes de résolution de programmes linéaires sont basés soit sur la méthode de
I’ellipsoide soit sur la méthode des points intérieurs. La stratégie fondamentale de la méthode
du simplexe repose sur 'amélioration successive des solutions réalisables du probléme (2.17).
En effet, chaque itération consiste & passer d’une solution réalisable x1, ..., X,y & une autre
solution Z1, ..., Zyym réalisable telle que :

n n
z = Z CjTj < z= Z CjTj.
Jj=1 Jj=1

Ce passage d’une solution réalisable & une autre se fait en construisant a chaque itération un
systéme linéaire, appelé dictionnaire, vérifiant :
— un dictionnaire exprime z et m variables (parmi z1,...,Zp+m) en terme de n autres
variables ;
— toute solution d’un dictionnaire doit étre aussi solution de (2.17) (qui représente le dic-
tionnaire initial) et réciproquement. Une solution d’un dictionnaire est appelée solution
réalisable de base.
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Ainsi tout dictionnaire décrit une solution réalisable. Cependant, au cours des itérations, il
est possible d’obtenir des dictionnaires non bornés, ou des solutions réalisables dégénérées
(c.-a~d. une solution avec une ou plusieurs variables nulles). La dégénérescence est un phé-
nomeéne courant en pratique. L’algorithme fait alors du sur-place durant plusieurs itérations
avant de poursuivre avec une itération vers une solution non dégénérée. En outre, ’algorithme
du simplexe peut aussi cycler, c¢’est-a-dire obtenir un dictionnaire identique dans deux itéra-
tions différentes entre lesquelles les itérations sont dégénérées. Cependant, en tirant parti de
la structure particuliére du probléme, ces difficultés peuvent étre évitées. Finalement, 1’algo-
rithme du simplexe permet d’affirmer que tout probléme de PL a les propriétés suivantes :

— g’il n’a pas de solution optimale, alors il est soit non-réalisable, soit non-borné

— ¢’il a une solution optimale, alors il a une solution optimale de base.
Ainsi, dans les cas pratiques, ’algorithme du simplexe converge en un nombre fini d’itérations
vers une solution. Comme le probléme est convexe, cette solution est globale.

2.2.3.2 Programmation Quadratique Séquentielle

Cette méthode, aussi appelée SQP pour « Sequential Quadratic Programming »,
consiste & remplacer le probléme initial par une suite de problémes quadratiques pouvant étre
efficacement résolus (par la méthode des directions conjuguées par exemple).

Problémes avec contraintes d’égalité. Dans un premiers temps, on s’intéresse a la ré-
solution de

min f(x) | (2.04)
slchi(x)=0 Vie{l,...,p}.
Le Lagrangien £ de ce probléme au point (x, \) € R™*P g’écrit :
P
Llz,\) = flz)+ ) Aihi(z). (2.95)
=1

Nous avons vu (c.f. 2.34) que si z* est une solution de ce probléme, alors il existe \* € RP tel
que :

P
V(") + ) A Vhi(z*) =0
(2.96)
hi(z*) =0 Vie{l,...,p}.
Un premiére approche consiste a résoudre ce systéme d’équations non linéaires par la méthode
de Newton pour équations (cf. 2.2.2.2). Cette méthode génére alors une suite d’itérés définis
par :

Tyl = Tp + 0y (2.97)
ML — AR 46y, (2.98)

avec 0, et d) solutions du systéme linéaire :

< ;i:k (v;ék)T > ( gi ) B ( —Vf(x,i)h_(x(kv)hk)‘l')\k > oo

ou
— HF 2 V2L (g, M) = V2 () + 3P AEV2R, () est la matrice hessienne du Lagrangien
par rapport & x évaluée en x3, £ au point (2%, \F),
— VhF 2 [Vhy(zp) Vhg(zg) - - - Vhp(xi)] " est le Jacobien de h au point xy.
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Au voisinage de 'optimum (x*, A*), la convergence de la méthode est quadratique, mais comme
nous l'avons déja vu, elle n’est pas assurée pour un point de départ éloigné de I'optimum. No-
tons qu’il est possible d’utiliser une méthode de quasi-Newton pour éviter le calcul exact de
la matrice hessienne du Lagrangien a chaque étape (cf. 2.2.2.3). Mais l'inconvénient majeur
de cette approche réside dans la formulation de (2.99). En effet, tous les points critiques
(minimum, maximum et point-cols) sont solutions de ce systéme. Afin de pallier ce défaut,
la méthode S.Q.P. reformule (2.99) comme un probléme de minimisation quadratique sous
contraintes dont seuls les minimums sont solutions. Pour cela, on peut montrer que les équa-
tions du systéme linéaire (2.99) correspondent aux conditions d’optimalité du probléme :

1
min  V,L(zx, \p) ' 0z + =0, HEG,
slc h(zy) + Vh*S, = 0.

(2.100)

si 0 est vu comme le multiplicateur de Lagrange associé a la contrainte de (Qf). De la méme
maniére, les équations du systéme linéaire (2.99) correspondent aux conditions d’optimalité
du probléme :
1
min  Vf(xy)" 6, + =0 HF6
(Q;f) SoeR™ f( k) T 9" 35
slec h(z) + VRFS, = 0.

(2.101)

La résolution du probléme quadratique (Q}) & chaque itération permet d’éviter les points
qui ne sont pas des minima (contrairement a la méthode de Newton). La convergence est
quadratique au voisinage de I'optimum (si H” est définie positive). L’algorithme 11 résume
cette premiére version de la méthode S.Q.P. pour les problémes a contraintes égalités. Notons

Algorithme 11 S.Q.P. & contraintes égalités
Précondition : x5 e R?, \Y e RP
1: tant que Test d’arrét en z; non vérifié faire

2. Résolution du sous-probléme (Q}.) pour obtenir une solution primale J, et un multipli-
cateur de Lagrange A associé a contraintes égalité.

3. Factorisation de J,.(zx) " J,(z)
4: Thal < T + Og

5 ARFL AR 4 )

6: k—k+1

7: retour

enfin que cette méthode n’introduit pas de longueur de pas ajp comme les méthodes sans
contraintes et qu’il n’a donc pas de comparaison directe entre x; et xj + aid,. Cette étape est
réalisée en pratique au moyen de fonctions de mérite dont nous ne détaillons pas la théorie
ici.

Problémes avec contraintes égalités et inégalités. On s’intéresse dans ce cas a la réso-
lution de :
min f(z)
slec hi(z) =0 Vie{l,...,p} (2.102)
gj(x) <0 Vje{l,...,q}.

Le Lagrangien £ de ce probléme au point (z, A, ) € R™*P*4 g’écrit :
P q
L p) = f@)+ D Nhi(z) + Y g (). (2.103)
i=1 j=1
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Par analogie au probléme précédent, on doit résoudre & chaque étape un sous probléme qua-
dratique composé d’une approximation quadratique du Lagrangien £ contraint par une linéa-
risation de g et h :
1
min Vf ()6, + =0, HEG,
, 5,ERP 2
(k) = Vh(zy) + VAFS, = 0 (2.104)
Vg(zr) + VgFs, <0.

Cette démarche conduit a l'algorithme 12 dédié a la minimisation de probléme sous contraintes
égalités et inégalités.

Algorithme 12 S.Q.P. a contraintes égalité et inégalité
Précondition : xzg e R™, \g € R?, ug e R?
1: tant que Test d’arrét en x; non vérifié faire

2. Résolution du sous-probléme (Q}) pour obtenir une solution primale ¢,, un multiplica-
teur de Lagrange A associé aux contraintes égalité et un multiplicateur de Lagrange p
associé aux contraintes inégalité.

3. Factorisation de J,.(x3) " J.(x)

4 Tyl < T+ 0

5 ARFL AR 4 )

6 Rt kg

7 k—k+1

8: retour

2.2.3.3 Les méthodes par pénalisation

Cette autre famille de méthodes adopte une position radicalement différente de celle que
nous venons de détailler. L’idée directrice de ces méthodes consiste & remplacer un probléme
sous contraintes

min f (),

par une suite de problémes sans contraintes :

min f(z) + rn(z), (2.105)
zeR"”
ou 1 est une fonction qui pénalise la violation des contraintes et r > 0 un paramétre de
pénalisation. Ainsi, un avantage essentiel de cette famille de méthode réside dans le fait
qu’il n’est plus nécessaire de disposer d’un itéré initial admissible. init. Chaque méthode est
alors caractérisée par le type de pénalisation qu’elle définit. Deux grandes catégories sont
communément utilisées. Elles sont définies par :

Définition 14 (Pénalisation) Soit n une fonction de R™ dans R. On dira que n définit une
pénalisation extérieure si elle vérifie :

— n est continue sur R"

- Vo eR" n(x)=0

~ n(xz) =0 st et seulement si x € K.
On dira que n définit une pénalisation intérieure si elle vérifie :

- n est continue sur l'intérieur de K ;

- Voee K,n(x) =0;

— —> O0.
n(z) T
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Par exemple, dans le cas ot K = {x e R" : g;(z) <0, i =1,..., ¢}, la fonction
q
= Z (max{0, g;(z)})?, (2.106)
définit une pénalisation extérieure et la fonction
i 1
= gi(z)’

une pénalisation intérieure. Quelle que soit la pénalisation retenue, la résolution de (2.105)

peut alors étre effectuée a ’aide de méthodes sans contraintes que nous avons détaillées plus
haut (directions conjuguées, quasi-Newton...). Cependant, le coefficient de pénalisation r doit
étre suffisamment grand pour que le minimum obtenu soit proche de ’ensemble réalisable K,
mais suffisamment faible pour éviter un mauvais conditionnement du probléme. En pratique,
la résolution est réalisée en suivant un chemin de solutions : en partant d’un rg faible et en
générant la suite de solutions x*(ry) (avec par exemple i1 = ar,, a > 1) jusqu’a ce que
n(z*(ry)) soit faible (c.-a-d. z*(ry) proche de 'ensemble K). La théorie montre que lorsque
r — o0, la suite 2* (1) admet au moins un point d’accumulation et que ce dernier est solution
optimale du probléme.

Pour les fonctions générales, les méthodes par pénalisation ont une précision faible mais
elles peuvent étre utilisées pour déterminer un point de départ pour des méthodes plus précises
et a convergence plus rapide au voisinage de 'optimum (méthode de Newton). Cependant une
déclinaison particuliére, appelée méthode des points intérieurs, se révéle trés efficace pour
résoudre les problémes dits de programmation semi-définie que nous verrons dans le chapitre
suivant.
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2.3 Méthodes d’optimisation globale

Les méthodes d’optimisation globale n’ont de sens que lorsque le probléme considéré n’est
pas convexe. En effet, si le probléme traité est convexe, alors les méthodes locales que nous
venons de détailler fournissent un minimum global a partir de I'initialisation utilisée. De ma-
niére générale, on classe les algorithmes d’optimisation globale en deux grandes catégories :
les méthodes déterministes et les méthodes stochastiques. Le choix d’un algorithme d’optimi-
sation globale est un compromis entre I'information disponible sur la fonction & minimiser, le
temps disponible pour résoudre le probléme et le degré de précision que 1’on souhaite obtenir.
Le dernier point revét une importance essentielle. En effet, certaines méthodes fournissent un
encadrement ou une approximation du minimum global alors que d’autres le fournissent avec
un certificat d’optimalité. D’un point de vue purement mathématique, on privilégiera une
méthode garantissant la globalité de la solution. Cependant, de telles méthodes n’existent
que pour certains types de problémes. D’un point de vue pratique on préférera une méthode
rapide et fournissant un bon minimum local. En général, ce type de minimum est fourni par
des méthodes qui décrivent au mieux (c.-a-d. le plus rapidement possible) 'espace de solu-
tions. Notons que pour les méthodes globales, la notion de vitesse de convergence peut-étre
délaissée, car elle ne peut s’appliquer & I’ensemble des méthodes.

Dans cette section, nous allons présenter de facon la plus pédagogique les principes des
algorithmes d’optimisation globale. Pour une présentation plus exhaustive des méthodes d’op-
timisation globale, le lecteur pourra se référer a [Mongeau 2007, Weise 2007| qui présentent
clairement ’ensemble des méthodes récentes.

2.3.1 Les méthodes déterministes

Les méthodes déterministes regroupent un certain type de méthodes que l'on pourrait
définir ainsi : avec les mémes données, la méthode exécutera toujours la méme suite d’opé-
rations. Ces méthodes ne comportent donc aucun aspect aléatoire ou stochastique. Si 1’on
ne fait aucune hypothése sur la structure particuliére du probléme (c.-a-d. programmation
linéaire ou quadratique, fonctions convexes...), on peut faire encore une séparation entre les
méthodes basées sur des heuristiques et celles disposant d’un « certificat d’optimalité » ou au
moins d’un encadrement du minimum global.

2.3.1.1 Conditions d’optimalité du premier ordre

Si un probléme sans contraintes a un minimum global et qu’il est possible de résoudre,
dans un temps raisonnable, les conditions d’optimalité du premier ordre, alors on dispose de
tous les candidats a la minimisation. Ensuite, par une simple comparaison, on détermine celui
qui minimise globalement la fonction objectif. Il est évident que la résolution des conditions
d’optimalité du premier ordre ne peut se faire que pour des fonctions objectifs particuliéres.
Dans le cas ou il s’agit de fonctions objectifs polynomiales ou rationnelles multivariées, les
conditions d’optimalité sont alors représentées par un systéme d’équations polynomiales qui
peuvent étre résolues par différentes méthodes numériques, citons de maniére non exhaustive :
les bases de Groebner [Cox 2007], les méthodes d’homotopie [Sommese 2005, Verschelde 2008],
le calcul des valeurs propres |Elkadi 2007].

2.3.1.2 L'optimisation par analyse d’intervalles.

L’idée principale de cette méthode consiste & optimiser non plus sur des points de R, mais
sur des intervalles de R™. Cela implique que les calculs ne sont plus effectués sur des points mais
sur des intervalles. Une analyse d’intervalle a donc été définie (cf. [Hansen 2003, Moore 2009])
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et ses propriétés d’encadrement ont été utilisées par plusieurs méthodes d’optimisation globale
(voir par exemple [Kearfott 2009]). Les principaux défauts de ces méthodes résident dans la
difficulté de construction des fonctions d’inclusions et dans des temps de calcul importants.
Cependant ces méthodes ont été utilisées, avec succés, sur des problémes d’autocalibrage en
vision artificielle [Bocquillon 2007].

2.3.1.3 La séparation et évaluation (branch and bound)

Le principe de cette méthode est basé sur ’énumération implicite (cf. [Land 1960]) : toutes
les solutions possibles peuvent étre énumérées (branching), mais 'analyse des propriétés du
probléme permet d’éviter ’énumération de larges classes de mauvaises solutions (bounding).
Ainsi, dans un bon algorithme de séparation et évaluation, seules les solutions potentiellement
bonnes sont énumérées. L’algorithme 13 schématise la structure générale des méthodes de
séparation et évaluation. Cependant, toute la difficulté réside dans la phase d’évaluation. En
effet, le rejet d’'un ensemble E de mauvaises solutions se fait, en général, a 'aide du calcul
d’une borne inférieure de la fonction objectif sur un ensemble E’ contenant E. L’applicabilité
de cette classe d’algorithmes est donc fortement liée au calcul d’'une bonne minoration de la
fonction cotit. En pratique, ce calcul n’est possible qu’en exploitant la structure particuliére
de certains problémes comme les problémes de programmation linéaire en variables mixtes ou
de programmation non-linéaire en variables mixtes (MILP et MINLP en anglais). Toutefois,
ces algorithmes sont les plus utilisés. Parmi eux, le logiciel BARON [Sahinidis 2010] fait partie
des plus populaires.

Algorithme 13 Branch And Bound
Précondition : Structure de donnée L initiale
1: tant que Test d’arrét non vérifié faire

2:  Extraire un élément E de L

3 Division de E en plusieurs sous-domaines E;

4:  pour chaque sous-domaine E; faire

5 Calcul d’'un minorant de f sur E;

6: si Le minorant de f sur E; est supérieur au minimum courant alors
7 Supprimer E;

8 sinon

9 Insérer E; dans L

2.3.1.4 Les méthodes avec heuristique

Pour un grand nombre de variables, ou si I’on ne prend pas en compte certaines propriétés
de la fonction cotit, les méthodes précédentes requiérent souvent des temps de calcul excessifs.
C’est pourquoi, lorsqu’on est confronté aux problémes pratiques, on se contente souvent de so-
lutions réalisables ayant une bonne valeur de fonction objectif. On a, dans ce cas, recours a des
heuristiques. On entend par heuristique [Rayward-Smith 1996, Michalewicz 2004, Pearl 1984],
une technique de résolution de problémes qui tient compte a chaque étape des résultats pré-
cédents et en déduit la stratégie & adopter par la suite. Contrairement aux méthodes précé-
dentes, les méthodes heuristiques n’assurent pas que ’on arrivera & un résultat en un nombre
fini d’itérations. Nous donnons ci-dessous des exemples d’heuristiques.

L’algorithme Glouton, que 'on pourrait qualifier d’algorithme « myope », recherche a
chaque pas, & améliorer le plus possible (en fonction des pas considérés comme acceptables) la
fonction objectif. De maniére équivalente, on peut dire qu’il est basé sur le postulat de faire,
étape par étape, un choix d’optimum local, dans I’espoir d’obtenir un optimum global. L’algo-
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rithme par améliorations locales se contente d’améliorer la valeur de la fonction objectif
en se restreignant a un certain type de déplacements acceptables, de sorte & obtenir a terme un
minimum local (relatif au nombre de déplacements acceptables). L’agorithme par Initiali-
sations multiples applique une heuristique d’amélioration locale & partir de différentes solu-
tions réalisables [Las 2008|. Enfin La recherche Tabou |Glover 1986, Hansen 1990] consiste
a poursuivre la recherche d’optima méme si la fonction objectif se détériore, afin de s’échap-
per d’optima locaux, a ’aide de mécanisme évitant le cyclage en interdisant certains retours
(rendus « tabous »). Ce dernier exemple est résumé sous la forme d’un pseudo-code dans
I’algorithme 14

Algorithme 14 Recherche Tabou

1: tant que Test d’arrét non vérifié faire

2 Choix aléatoire d’un point initial

3:  Reésolution du probléme via un algorithme d’optimisation locale

4:  Ajout d’un tabou rendant non réalisable le voisinage de la solution trouvée
5 Gestion de la liste des tabous

2.3.2 Les méthodes stochastiques

Cette deuxiéme classe de méthodes d’optimisation globale regroupe les méthodes compor-
tant une forme de recherche aléatoire, généralement un échantillonnage de la fonction objectif
en des points choisis aléatoirement dans le domaine réalisable. De maniére schématique, ces
méthodes font appel & des tirages de nombres aléatoires pour explorer I’espace des solutions.
Ces méthodes sont souvent trés faciles & mettre en ceuvre puisqu’elles ne nécessitent que des
calculs directs de la fonction objectif sans avoir besoin des informations sur les dérivées. On
distinguera les méthodes aléatoires (Monte-Carlo et recuit simulé) qui sont basées sur la géné-
ration de points successifs de maniére aléatoire et les méthodes évolutionnaires (par exemple
les algorithmes génétiques) qui font évoluer une population initiale selon des régles établies.

2.3.2.1 Meéthodes aléatoires

Une premiére classe de méthodes, dites @ deux phases, distingue deux étapes : une phase
globale qui évalue la fonction objectif en un nombre de points engendrés aléatoirement puis
une phase locale qui manipule ces points, par exemple a l'aide d’améliorations locales. A titre
d’exemple, on peut citer la méthode MLSL (multi level single linkage, [Rinnooy Kan 1987])
qui combine propriétés théoriques solides et bonnes performances numériques. La recherche
Tabou, que nous avons déja détaillée, peut par exemple se situer aussi dans cette catégorie.

2.3.2.2 Les heuristiques stochastiques

Ces méthodes, appelées aussi plus généralement méta-heuristiques, utilisent essentielle-
ment la théorie des probabilités pour leur permettre de s’échapper d’optima locaux. Les plus
connues sont briévement décrites ci-dessous.

Méthode du recuit simulé.  Cette méthode a été développée par analogie & la physique (en
particulier aux procédés de recuit des matériaux) [Kirkpatrick 1983, Dreo 2003|. La probabi-
lité pour un systéme physique a I’équilibre & la température T' de posséder une énergie donnée
FE est proportionnelle & e® of k est la constante de Boltzmann. Pour simuler Uévolution d’un
systéme vers son équilibre, on effectue un déplacement élémentaire. Si ce déplacement pro-
voque une diminution de I’énergie, il est accepté. Sinon, il est accepté avec une probabilité de
e#, ou AF est 'augmentation d’énergie provoquée. Plus la température T est élevée, plus
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la probabilité que le déplacement soit accepté est grande. Lorsque 1’équilibre est atteint pour
une température, celle-ci est diminuée pour recommencer l'opération. L’application & I'opti-
misation est directe et permet une bonne exploration de ’espace lors des premiéres itérations
(lorsque la température T est élevée) ce qui augmente les chances d’obtenir un optimum glo-
bal. La convergence de la méthode dépend toutefois du choix de la température initiale, du
critére de changement de température et de la loi d’évolution de la température. La tempéra-
ture T est donc un paramétre de contrdle de I'optimisation qui conditionne le nombre d’états
accessibles. Si elle est diminuée rapidement, elle conduit & un optimum local (équivalent &
une trempe). Si elle est diminuée lentement, il est possible d’atteindre 1’équilibre & 'optimum.
L’algorithme 15 résume cette approche.

Algorithme 15 Recuit Simulé
Précondition : Fixer une température 1" élevée

1: tant que la température T' n’est pas suffisamment basse faire
2:  Générer un point initial x.

, e, . —Af
x est remplacé par x’ avec probabilité égale a e T

3:  Générer un point 2’ par une opération aléatoire sur .
4:  si f(2) est meilleur que f(z) alors

5: x=a

6: Réduire la température T’

7:  sinon

8:

Méthode de Monte-Carlo. Grace a la simplicité de son principe, cette méthode figure
parmi les plus populaires. L’algorithme commence par choisir un point du domaine de fagon
aléatoire. Puis, les déplacements depuis ce point sont effectués aléatoirement et seuls les
déplacements permettant de diminuer la fonction objectif sont acceptés. Pour obtenir des
résultats statistiquement fiables, il est nécessaire de réaliser un grand nombre d’évaluations
de la fonction (& partir de nombreux points de départ) et ce nombre doit étre d’autant plus
grand que le nombre de paramétres est élevé. Une telle méthode est donc avantageuse par
sa simplicité mais nécessite un temps de calcul pénalisant. L’Algorithme 16 synthétise cette
approche.

Algorithme 16 Monte-Carlo
1: Générer un point initial =

2: Générer un point 2’ par une opération aléatoire sur x
3: tant que Un critére d’arrét non satisfait faire
4:  si f(2') est meilleur que f(x) alors
x=a
Générer un point &’ par une opération aléatoire sur x
sinon

Générer un point initial x

Algorithmes génétiques. Dues & Holland [Holland 1992], ils reproduisent les phénoménes
biologiques de I’évolution : ils appliquent la notion de sélection naturelle & une population de
solutions réalisables afin de ne conserver que les meilleurs candidats. Ainsi, les algorithmes
génétiques font évoluer une population d’individus grice aux effets combinés de la sélec-
tion, de la recombinaison avec croisement et de la mutation. Des exemples de mise en ceuvre
et d’applications sont présentées par Renders [Renders 1995]. Ces méthodes permettent de

Page 36



2.4. Conclusion

rechercher les solutions dans un espace complexe en ayant un bon compromis entre 1’exploi-
tation des meilleures solutions disponibles & un moment donné (comme en programmation
mathématique) et I’exploration de 'espace des solutions possibles (comme en recherche aléa-
toire). L’algorithme permet 1'optimisation globale d’une fonction (fonction d’adéquation) a
partir d’'une population initiale couvrant I'espace des solutions possibles. Chaque individu est
composé d’un ensemble de caractéristiques pouvant prendre plusieurs valeurs et posséde une
valeur de fonction d’adéquation (avec I'environnement) indépendante des autres individus. On
cherche alors la meilleure combinaison de ces valeurs pour obtenir le maximum d’adéquation.
A chaque génération, une nouvelle population du méme nombre d’individus est créée par :

1. évaluation des individus (calcul de la valeur de la fonction d’adéquation de chaque
individu),

2. sélection des individus les plus forts (dont la valeur de la fonction d’adéquation est la
plus grande),

3. reproduction par croisement entre les individus les plus forts et mutation (modifica-
tion aléatoire de certains paramétres).

Les difficultés d’utilisation en optimisation sont liées au choix d’un certain nombre de para-
métres comme l'implantation des variables (la représentation des variables par un ensemble
de genes), le choix de la fonction d’adéquation, le choix des mécanismes de reproduction et de
mutation, les probabilités de sélection et de mutation. Pour plus de détails sur ces aspects, le
lecteur pourra, par exemple, se référer a [Renders 1995|. Notons enfin qu'il existe d’autres mé-
thodes dans cette catégorie, comme 'optimisation globale par colonie de fourmis [Dorigo 2005]
ou 'optimisation globale par essaims particulaires |[Vaz 2007].

2.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons effectué une présentation exhaustive de ’ensemble des fa-
milles de I'optimisation mono-objectif (cf. Figure 2.2). Nous les avons classées en deux grandes
catégories : I'optimisation locale et I’optimisation globale. Les méthodes de la premiére caté-
gorie ne convergent généralement pas vers un minimum global et sont fortement dépendantes
de I'estimée initiale choisie. De plus, lorsque le probléme présente des contraintes complexes, il
peut s’avérer difficile de déterminer un tel point de départ. Les méthodes de la deuxiéme caté-
gorie ne présentent pas de tels défauts. Mais elles présentent, elles aussi, certains inconvénients.
Nous avons vu qu’au sein de cette deuxiéme famille, il existait deux classes de méthodes. Les
méthodes globales de la premiére classe décrivent le plus efficacement possible I'espace de
recherche. Cette efficacité est étroitement liée & la connaissance qu’elles ont, a priori, du pro-
bléme et des informations qu’elles peuvent en tirer. Cependant, bien que I’espace de recherche
soit balayé de maniére exhaustive, les solutions proposées ne peuvent étre qualifiées que de
candidats « trés probables » & 'optimum global. Pour obtenir une telle certification, il faut
se tourner vers les méthodes globales de la deuxiéme classe. Celles-ci garantissent I'optimalité
globale a partir de la théorie mathématique dont elles sont issues. Cependant, ces théories
ne sont, en général, valables que pour des types trés particuliers de fonctions cotits. Dans le
chapitre suivant, nous allons exposer une telle méthode dédiée & I'optimisation polynomiale.
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Optimisation continue mono-objectif

I Méthodes d’optimisation locale

— Méthodes sans contrainte
I Méthodes de descentes
Méthodes du 1¢" ordre

Méthodes du 2™ ordre

L— Méthode avec contraintes

— Programmation linéaire

'— Méthodes par pénalisation

Meéthodes de gradient
Meéthodes des directions conjuguées

Méthode de Newton
Méthodes de quasi-Newton (DFP et BFGS)

— Optimisation sans dérivées Méthodes pour fonctions univariées et unimodales
Algorithme de Nelder-Mead
Modéles d’interpolation

— Méthodes de régions de confiance

— Programmation Quadratique Séquentielle

- Méthodes non déterministes ou stochastiques

Méthodes déterministes Conditions d’optimalité du premier ordre
Optimisation par analyse d’intervalle
Séparation et Evaluation
Meéthodes avec heuristique

Méthodes stochastiques

Méthodes aléatoires

Les heuristiques stochastiques

Algorithmes génétiques

Recuit Simulé
Méthode de Monte-Carlo

FIGURE 2.2 — Diagramme représentant ’ensemble des familles de 'optimisation mono-objectif

présentées dans ce chapitre.
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Le but de ce chapitre est d’introduire la technique d’optimisation globale polynomiale
sur laquelle est basée la contribution théorique de nos travaux. Rappelons que, par rapport
a la classification proposée au chapitre précédent, cette technique appartient aux méthodes
d’optimisation globale déterministes. La motivation conduisant & appliquer et développer
cette méthode est qu’elle permet de résoudre globalement des problémes de minimisation de
fonctions polynomiales sous contraintes polynomiales :

inf p() (3.1)
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ou :
K 2 (2eR" | gi(2)>0,...,9u(z) > 0} (3.2)

avec P, g1, .--,9m : R™ — R des polyndémes a coefficients réels. Or, il est courant en vision
artificielle de minimiser des fonctions cotits dites algébriques. Ces fonctions sont en général
polynomiales. Elles sont définies dans les espaces projectifs P? (ensemble des droites vecto-
rielles de R?) et P3 (ensemble des droites vectorielles de R?) et ont, souvent, pour objectif la
recherche d’invariants. Les minimisations de ces fonctionnelles sont théoriquement assujetties
a des contraintes de structures caractérisant ces invariants (par ex. des contraintes de rang
sur des matrices) et des contraintes permettant d’éviter la solution triviale nulle, conduisant &
formuler des problémes du type (3.1). Or, lorsque les fonctions g, . .., g, sont fortement non
linéaires, il est aussi difficile de trouver un point dans K que de résoudre le probléme ;gff( f(x)

lui-méme. Les méthodes utilisées classiquement dans la communauté de vision artificielle pré-
férent ainsi minimiser la fonction cotlit sans contrainte, puis projeter, lorsque cela est possible,
la solution obtenue sur K. Cependant, ce processus n’est concevable en pratique que si la
projection de x* sur K peut étre réalisée par une suite de manipulations algébriques simples
et rapides (par ex. diagonalisation, décomposition en valeurs singuliéres...). L’archétype de
ce type de probléme est 'estimation de la matrice fondamentale que nous détaillerons dans
le chapitre suivant. Cependant, 'opération de projection peut ne pas se décomposer en une
suite d’opérations algébriques simples, rendant ainsi difficile le calcul d’un point dans K. De
plus, méme si cette projection peut étre déterminée, rien n’assure a priori qu’elle soit proche
d’un optimum, méme local. Etant donné que la méthode d’optimisation par théorie des mo-
ments permet de s’affranchir d’une estimée initiale pour des problémes avec contraintes, on
comprend tout I'avantage de son utilisation pour résoudre ce type de problémes.

Le deuxiéme type de fonctions cofits fréquemment rencontrées en vision artificielle sont les
fonctions coiit dites métriques ou euclidiennes. Ces fonctions sont, en général, rationnelles
et, pour la plupart, issues de la projection des fonctions cotits algébriques dans les espaces
euclidiens associés (c.-a-d. R? et R3). Cette projection est réalisée au moyen de I'opérateur de
projection canonique de P" dans R™ défini par :

U, : Pr — R” (3.3)
T (" @)T
(x1,...,2n,S) (S,..., . .

Notons que seules les fonctions cotits sont projetées, les contraintes restent, pour leur part, in-
changées. Les problémes de minimisation de telles fonctionnelles se formulent alors, de maniére
générique, de la maniére suivante :

=2

inf pl(ac)
zeK 1 q,(w)

1=

(3.4)

ol les p; et les ¢; sont des polyndmes multivariés & coefficients réels. Ainsi, notre apport
consiste & étendre la méthode d’optimisation polynomiale a des fonctions cotits décrites par
des sommes de fractions rationnelles. Comme nous le verrons dans le chapitre suivant, il
existe déja en vision par ordinateur des méthodes d’optimisation globale dédiées a ce type
de probléme. Cependant, elles ne considérent que des contraintes simples (par ex. linéaires,
affines...) et ne peuvent étre mises en ceuvre qu’au prix d’hypothéses théoriques faites sur les
numérateurs et dénominateurs. On verra ainsi que leurs implantations pratiques sont réalisées
au détriment de leurs généralités. Au contraire, I’avantage des méthodes que nous proposerons
sera de pouvoir traiter, sans hypothéses a priori sur les fractions %, n’importe quel probléme
de la forme (3.4).

Ce chapitre s’articule de la fagon suivante : nous ferons tout d’abord un rappel de différents
éléments théoriques, ensuite nous présenterons le principe de 'optimisation polynomiale et
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enfin les différentes extensions possibles au cas d’'une somme de fractions rationnelles. Une
derniére section sera consacrée aux résultats obtenus par les approches proposées sur des cas
tests théoriques issus de la communauté d’optimisation globale.

3.1 Introduction a I'optimisation par théorie des moments

Le but de cette section est de présenter les concepts fondamentaux nécessaires a la compré-
hension de 'optimisation par théorie des moments. Essayons, tout d’abord, d’appréhender le
principe de cette approche. Soit K € R” et f une fonction de K dans R, de maniére générale
on cherche a minimiser globalement f sur K ou, autrement dit, & résoudre le probléme :

f* = inf f(). (35)

Pour plus de simplicité, nous supposerons que K est compact, de sorte que (3.5) ait, au
moins, une solution (c.-a-d. inf = min). Il est facile de montrer que résoudre ce probléme est
équivalent & résoudre le probléme :

max A\

sle f(z) = A =0, Yz e K. (3.6)

Cependant, a cause de la contrainte f(z)—\ > 0 Vz € K (c.-a-d. une infinité non dénombrable
de contraintes scalaires), ce probléme est aussi complexe que l'original. Une autre formulation
du probléme initial (3.5) est la suivante :

f= min x)d 3.7
Fe min | ra)de 3.7
ou P(K) est I'espace des mesures de probabilité sur K. En effet, puisque :
[* < f(z), Vz e K, (3.8)
on a nécessairement que :
e rans | @ vwer. (39)

Donc f* < f De plus, si z* est une solution de (3.5), alors §,+ la mesure de Dirac au point
x* définie, pour tout sous-ensemble A de R, par :

A lsiz*e A,
02+ (A) = { 0 sinon (3.10)
est admissible pour le probléme (3.7) et donc :
RIS (311)

De méme que pour (3.6), ce probléme infini-dimensionnel n’apparait pas, non plus, comme une
simplification de (3.5). En effet, nous avons remplacé les variables d’optimisation classiques
par des objets abstraits (les mesures sur K) difficiles & manipuler en pratique. Toutefois,
quand f est un polynome, le probléme (3.7) peut, généralement, se ramener a un probléme en
dimension finie. Par exemple, lorsque n = 1, si f : R — R est un polynéme de degré r, alors
il s’écrit sous la forme f(x) = Y,._, f;z* oi certains f; peuvent étre nuls. Ainsi, son intégrale
se décompose de la maniére suivante :

Lﬂ@w=§ﬁkx@- (3.12)
Zyi
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Par conséquent, s'il est possible de remplacer chaque intégrale § K x'dp par y;, les coordonnées
d’un vecteur y, on se raméne au probléme :

win 3 s -
sleye{yeR"|3ueP(K) telle que : y; = §,o a'dp Vi=1,...,r}.

Cependant, bien que le probléme soit de dimension finie, on ne sait pas caractériser le cone
convexe {y € R" | 3p e P(K) telle que : y; = §,- a'dp Vi =1,...,7} en termes de contraintes
simples sur y. Mais, pour n > 1, le probléme d’appartenance a ce céone, couramment appelé
le probléme des moments sur K, est résolu dans le cas ot K est un ensemble semi-
algébrique de base. Cette catégorie particuliére d’ensembles est définie par :

K 2 {(zeR" | gi(z) =0,...,gm(x) >0} (3.14)

avec gi, - .., gm : R™ — R des polynémes a coefficients réels.

Nous verrons ensuite que cette caractérisation permet de définir une hiérarchie de pro-
blémes convexes de dimensions finies dont la suite monotone des valeurs optimales converge
vers f*. De plus, cette convergence est souvent finie en pratique. L’ensemble des étapes que
nous allons détailler est résumé sur la Figure 3.1.

Hiérarchie de pro-

g Probléme des blémes convexes
min f(z)dp : .
peP(K) Ji moments sur K de dimension

/ finie (Q4)sen

Probléme de
minimisation Dualité
polynomiale sur K

N

Hiérarchie de pro-

max A Représentation N
R blémes convexes
slec f(x) = A =0, des polynomes _ .
o de dimension
Vo e K. positifs sur K

ﬁnie (Q;)teN

FIGURE 3.1 — Diagramme récapitulatif de I'optimisation par théorie des moments.

Cette section s’organise comme suit : aprés une bréve présentation du concept de mesure,
nous détaillerons le probléme de la représentation des polynoémes positifs sur ensemble semi-
algébrique de base K, ainsi que la dualité avec le probléme des moments sur K. Enfin nous
terminerons en exposant la méthode d’optimisation basée sur cette théorie.
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3.1.1 Notion de mesure.

Avant d’aborder le concept de mesure proprement dit, il est utile de rappeler quelques
principes basiques de cette théorie. Une mesure p est une application qui associe a tout
ensemble A (dans une certaine classe 7') un nombre positif ;1(A), appelé mesure de A, vérifiant
certaines propriétés (monotonie, additivité...). Par exemple, la mesure de Lebesgue correspond
a la longueur en dimension 1, & I'aire en dimension 2 et au volume en dimension 3. Cependant,
dans le cas général, une mesure ne peut pas étre définie pour tout sous-ensemble de R™. Il est
nécessaire de se restreindre a une sous-famille d’ensembles avec des propriétés particuliéres.
Cette sous-famille est appelée une tribu ou o-algébre :

Définition 15 (Tribu) Un ensemble T de parties de R™ est appelé une tribu ou une o-
algeébre s’il vérifie les propriétés suivantes :
1. R"eT
2. Stabilité par passage au complémentaire : si A€ T alors A® € T (ou A" 2 R™ A est le
complémentaire de A dans R™)

3. Stabilité par réunion dénombrable : si (Ap)nen est une suite de T alors U;O:l A, eT.

Il découle de cette définition que l'intersection d’une famille quelconque de tribus est encore
une tribu. Ceci permet de définir la notion de tribu engendrée par une famille de parties de
R"™ .
Définition 16 (Tribu engendrée) Soit F' une famille de parties de R™ et o(F) la tribu
définie par :

o(F) = N T. (3.15)

{T tribu de R* | FcT}

o(F) est appelée la tribu engendrée par F'. C’est la plus petite tribu de R™ contenant F'.

Ainsi, on appelle tribu de Borel la tribu o(Q) engendrée par O I’ensemble des ouverts de R™.
Cette tribu est notée B(R™) £ o(0). En toute généralité, il est possible de définir une mesure
sur n’importe quelle tribu, cependant nous nous limiterons dans ce mémoire a 'utilisation des
mesures dites boréliennes, c’est-a-dire définies sur B(R"). Plus formellement, ces mesures
sont définies par :

Définition 17 (Mesure borélienne) Une mesure borélienne est une application de B(R™)
dans Ry U {+0o0} vérifiant les propriétés suivantes :

1. W) =0

2. ladditivité dénombrable ou o-additivité : si (A;)ien est une suite d’ensembles de R™ tels
que A; N A; = & deés que 1 # j, alors :

a0 e}

w(J Ai) = D m(A4). (3.16)
i=1 i=1

On dit qu’une mesure est finie si p(R™) < oo et on note M4 (R™) Uensemble des mesures

boréliennes finies sur R™. Enfin, les mesures boréliennes finies telles que p(R™) = 1 sont

appelées des mesures de probabilités et on désigne par P(R™) l’ensemble de ces mesures.

Enfin, terminons ces rappels par la notion de support d’une mesure :

Définition 18 (Support d’une mesure) Soit | une mesure borélienne, son support noté
supp(p), est défini comme le plus petit ensemble fermé de R™ tel que p(R™\supp(p)) = 0.
Par suite, si p est une mesure borélienne et K < R"™ un ensemble semi-algébrique de base,
on dira que | est une mesure supportée sur K si supp(u) € K. On notera alors M (K)
(resp. P(K)) l’ensemble des mesures boréliennes finies supportées sur K (resp. l’ensemble des
mesures de probabilité supportées sur K ).
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3.1.2 Moments et polynomes positifs.

Le but de ce paragraphe est de présenter la dualité entre la représentation des polynémes
positifs sur un ensemble semi-algébrique de base K et le probléme des moments sur K. Rappe-
lons que ce probléme se formule de la maniére suivante : quelles sont les conditions nécessaires
pour qu’une séquence de nombres représente les moments d’une mesure supportée sur K. Ainsi
nous commencerons par définir I’ensemble des notations nécessaires, puis nous introduirons
la notion de polynéme somme de carrés et comment ceux-ci peuvent servir a représenter
les polyndémes positifs sur K. Enfin, nous présenterons les concepts de moment, de matrice
des moments et de matrice de localisation d’une mesure de M, (K) ainsi que le lien
entre ces notions et la représentation des polynémes positifs.

3.1.2.1 Notation

Soit ¢ € N, introduisons tout d’abord la notation de ’espace de dimension n des vecteurs
d’entiers positifs de norme 1 inférieure ou égale a ¢. Noté N}, il est défini par :

Ny £ {aeNn | ||a||1=2ai<t}. (3.17)

i=1

Cet ensemble, de dimension s(t) = (nzt), nous servira essentiellement a définir les degrés des

monodmes et des polynomes multivariés. Ainsi, pour a € N et x € R”, on définit le monéme
x® par :

e £ 2. 2% pour tout v e N, (3.18)

Son degré, noté deg(x®), est par définition égal a la norme 1 du vecteur « :
deg(z®) = [|a]|1. (3.19)

On note ensuite R [z] = R [z1,x2, ..., z,], 'anneau des polynomes réels a n variables et Ry [z]
celui des polyndmes réels a n variables de degré au plus t. Soit :

2 2 t t
{l,xl,xQ, e T, T, 1L, e X1 T, 2Ty ooy Ly e oy Ty e ,:):n} (3.20)

la base canonique de Ry [z] de dimension s(t). Tout polynome p de cet espace se décompose
de la maniére suivante :

p(z) = Z Pax®. (3.21)

aeNP

Ainsi p peut étre identifié au vecteur de coeflicients p 2 (Pa)|ja)j<¢- Comme chaque indice o
appartient & N}, le vecteur p appartient a RN ~ RS, Les matrices de RN x RNY (c.-a-d.
les applications linéaires de RN dans ]RN?) sont, elles aussi, indexées a l'aide de N}'. Pour
une telle matrice M, le produit matrice-vecteur s’écrit de maniére similaire & celui des indices
classiques :

(Mp)s = ), M .apa. (3.22)

n
aeNY

Ensuite, le degré du polynéme p, noté deg(p), est défini par :

deg(p) £  max |a:, (3.23)
{a | pa0}
et on définit le « demi-degré » d, par :
dp = [deg(p)/2], (3.24)
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ou | | désigne la partie entiére par excés. Notons que ces définitions sont indépendantes de
la base de I'espace vectoriel des polynémes choisie. Par suite, pour une famille de polynémes
g1, - - -5 Gm on définit :

dy £ max(dy,,...,d,,). (3.25)

Cette derniére définition peut étre indifféremment utilisée aussi bien pour une famille de

polynoémes que pour un ensemble semi-algébrique de base K. Dans ce dernier cas, on posera
A

di = dg.

3.1.2.2 Polynémes positifs

En toute généralité, caractériser les polynémes positifs sur tout I’espace R™ est un probléme
difficile. Cependant, sur un ensemble semi-algébrique de base K, il existe plusieurs résultats
théoriques. Afin d’introduire ces résultats, on rappelle d’abord la notion de polynéme somme
de carrés ou polyndéme SOS (comme Sum Of Squares en anglais) :

Définition 19 (Polynéme SOS) Un polynéme p réel est dit SOS, s’il peut s’écrire comme
une somme finie de carrés de polynomes réels :

M
p(z) = Z wj(z)? ow les u; sont des polynomes réels. (3.26)
j=1

De plus (cf [Laurent 2009]), pour toute décomposition (uj); de p, on a deg(u;) < de%(p) pour

tout j. On notera ¥ [z], l’ensemble de tous les polynomes SOS de R™ dans R.

Il existe une condition permettant de détecter si un polyndéme de degré fini est une somme de
carreés :

Théoréme 2 (Détection de polynomes SOS) Sip = ZaeNg’t Pax® est un polynéme de
Ry [z], alors p est un polynome SOS si et seulement si le probléeme suivant :

X >0
Xy =Pas Yo | [lafi <2t (3.27)
{,8eNy | 7+B=a)

posséde une solution.

Le probléme (3.27) a pour inconnue une matrice symétrique X = (X)g eny de taille (nzt)

a (n;r%) variables. La complexité de résolution de (3.27) croit donc rapidement avec n et t.
Cependant, le point important réside dans la forme du probléme (3.27). En effet, il peut étre
assimilé & un probléme de Programmation Semi-Définie-Positive (SDP). Un probléme
de cette catégorie se présente sous la forme :

min trace (C'X) (3.28)
XeSn
s.l.c. trace (AZX) =b,, k=1,...,m,
X >0
ou A € R™™ pour tout k dans {1,...,m} et S™ est 'espace des matrices symétriques de taille

n. Comme ces problémes sont convexes, ils peuvent étre efficacement résolus par des méthodes
de points intérieurs [Vandenberghe 1996|. Beaucoup de ces solveurs sont disponibles via 'in-
terface YALMIP( [Lofberg 2004]). On peut en citer plusieurs comme : CSDP [Brian 1999],
DSDP [Benson 2005|, SDPA [Fujisawa 2003|, SDPT3 [Toh 2003|, SeDuMi [Sturm 1999]. II est
important de souligner 'importance de cette classe de problémes, car chaque élément de la
hiérarchie que nous cherchons a construire est un probléme SDP.
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Définissons ensuite la notion de module quadratique engendrés par une famille de po-
lynémes g1,...,9m :

Définition 20 (Module quadratique) Soit g1, ..., gm une famille de polynémes de R™ dans
R, l’ensemble

m
M(gi, .-y 9m) = {ug + Z u;jgj, ou les uj sont dans ¥ [.CE]} (3.29)
j=1
est appelé le module quadratique engendré par la famille g1, . .., gm. Le module quadratique
sera dit archimédien si :
n
AN e N tel queN—Zx?eM(gl,...,gm). (3.30)
i=1

11 est important de souligner que cette propriété implique la compacité de K.

Maintenant que nous avons introduit les notions et notations nécessaires, énongons le résultat
théorique essentiel permettant de caractériser les polynoémes positifs sur un ensemble semi-
algébrique de base :

Théoréme 3 (Positivstellensatz de Putinar) Si le module quadratique M(g1, ..., gm) est
archimédien et si p € R [x] est strictement positif sur K, alors il existe une famille (u;);-o,...m
de m + 1 polynomes SOS telle que :

m
p = wug+ Z ujg;- (3.31)
j=1
Autrement dit, tout polynome strictement positif sur K appartient & M (g1, ..., gm), le module

quadratique engendré par la famille de polynomes (g;)j=1..m-

Remarquons qu’en pratique la condition « M(g, ..., gm) est archimédien » peut étre facile-
ment réalisée. En effet, comme K doit étre compact, il suffit de connaitre N tel que :

K c {zeR" | N—|z|?=>0}, (3.32)

et d’inclure la contrainte redondante g,+1(x) = N —||z||3 a la famille (g;)j=1,...m. Notons qu'il
existe un résultat plus général de caractérisation de polynémes positifs sur un semi-algébrique
de base. Ce résultat, appelé Positivstellensatz de Schmiidgen, ne nécessite quune hypo-
thése de compacité sur K. Mais, bien que remarquable d’un point de vue théorique, il se révéle
peu utilisable en pratique, car le nombre de polynémes SOS utilisés dans la décomposition de
p croit exponentiellement avec le nombre de polynémes g;.

A présent que nous savons caractériser les polyndémes positifs sur un ensemble semi-
algébrique de base K, nous exposons dans le paragraphe suivant la dualité entre la carac-
térisation des polyndmes positifs et le probléme des moments sur K.

3.1.2.3 Moments d’une mesure

La représentation des polynomes positifs sur K a une facette duale qui est le probléme
des moments sur K, c’est-d-dire la caractérisation des séquences de nombres qui sont les
moments d’'une mesure supportée sur K. Pour caractériser ces séquences, nous introduisons
la fonctionnelle de Riesz. Celle-ci formalise et généralise & R [x] I'application linéaire sur
les polynémes univariés que nous avons évoquée dans l'introduction (cf. (3.13)).
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Définition 21 (Fonctionnelle de Riesz) Soity € RN la forme linéaire Ly de R [z] dans
R définie par :

Ly: Rlz] — R (3.33)
P= D D — ¥Y'P= D Pa¥a 06D = (Pa)acrr,

aeN" aeN"

est appelée la fonctionnelle de Riesz.

Si p € R|[z], remarquons alors que :

Lpd” - JK 2 Pad®dpi= ) pa L{ x%dp = Ly(p). (3.34)

aeN™ aeNn?

oUY = (Ya)aeNr avVecC Yo = SK xz®dp, Vo € N®. Pour un a donné, I'intégrale sur K du mondéme
x® est appelée moment d’ordre « de la mesure u. Réciproquement, le probléme des moments
considére la question : étant donné y = (yq)aen» sous quelles conditions existe-t-il p € M4 (K)
telle que yo = SK x%dp, Yo € N™. La réponse est donnée par le résultat suivant :

Théoréme 4 (Putinar) Soit y € RN une séquence infinie de réels et K un ensemble semi-
algébrique de base défini par la famille de polynomes (g;)j=1..m. Si le module quadratique
M(g1,...,9m) est archimédien on a alors [’équivalence suivante :

il existe une mesure p € My (K) telle que : yo = f z%dp YaeN'  (3.35)
K

=  Ly(p)=0 VpeM(gi,....9m) (3.36)
= Ly(p2gj) >0 Vje{0,...,m} avec go=1 VpeR[x]. (3.37)

Notons que ce théoréme peut étre vu comme une spécialisation du théoréme plus général de
Riesz-Haviland lorsque K est un ensemble semi-algébrique de base et que le module qua-
dratique associé est archimédien. En supposant simplement que K est fermé, celui-ci établit
que y € RN" représente le vecteur des moments d’'une mesure de M, (K) si et seulement si
Ly(p) = 0 pour tout polynéme p non-négatif sur K. Cependant ce théoréme se révéle peu
utilisable en pratique, car contrairement aux ensembles semi-algébriques de base, il n’existe
pas de caractérisation explicite des polynomes non-négatifs sur les ensembles fermés de R™.

A présent, nous disposons d’une dualité explicite entre la représentation par une mesure
et les polyndmes positifs sur K. Ce lien est réalisé au moyen d’une condition de positivité
de la fonctionnelle de Riesz Ly sur le module quadratique M(gi, ..., gm). Nous allons voir
maintenant que cette condition se traduit par une condition sur le vecteur y. Pour cela, il est
nécessaire d’introduire deux nouveaux outils : la matrice des moments et la matrice de
localisation d’un vecteur y de RNzt

Définition 22 (Matrice des moments) Soitt e N et y € RN2:. La matrice des moments
de 'y, notée My(y), est définie par éléments a l'aide de la formule suivante :

(My(¥))ap = Ly(2®2”) = yors Vo, B €N} (3.38)

n+t

k n+2t)

Indicée selon N}, cette matrice est symétrique, linéaire en'y, de taille ( "

) et comporte (
variables.
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Par exemple, dans le cas o n =t = 2, la matrice My(y) s’écrit :

i [yoo] [ Y10 Yo1 ] [y20 Y11 yoz] |

e ) e Y ' )
Y10 Y20 Y11 Y30 Y21 Y12

Yo1 Y11 Yo2 Y21 Y12 Yo3
My(y) = | —J \ )L J|. (3.39)

s ) s R ' Y
Y20 Y30 Y21 Y40 Y31 Y22

Y11 Y21 Y12 Y31 Y22 Y13

Yo2 Y12 Yo3 Y22 Y13 Yo4
N\ J N\ J . J

Définition 23 (Matrice de localisation) Soit y € RN%:| g € Ry [z] et g € RN son wvecteur
de coefficients. Le vecteur de RNt défini par :

gy = M(y)g (3.40)

est appelé le déplacé de y par g. Ainsi, pour tout o € N}, chaque coefficient de gy est donné
par la formule :

(QY)a = Z 948Ya+p- (3'41)
BeNp

La matrice de localisation de'y par rapport a g, noté My(gy), est définie comme la matrice
des moments du déplacé de y par g. Elle est donc définie par éléments a l'aide de la formule
sutvante :

(M(9Y))ap = Ly(g(2)2°2") = > gyyarpry Vo,BeN™ (3.42)
YEN}
Indicée selon N}, cette matrice est symétrique, linéaire en'y, de taille (") et comporte ("12t)

variables.

Cette matrice est introduite dans le but de permettre la « localisation » du support d’une
mesure représentée par un vecteur y € RN . Par exemple, pour n = 2 avec :

Yoo Y10 Yoi
Mi(y)=| vi0o v20 w11 | et g(x) =a— a2} — a3, (3.43)
Yyor Y11 Yo2

on obtient :

ayoo — Y20 — Yo2 ayio — Yso — Y12 ayor — Y21 — Yos3
Mi(gy) = | ayio—ys0 —vi2  ay20 — Y40 — Y22  aYi1 — Y31 — Y13 | - (3.44)
ayor — Y21 — Yos ayil — Y31 — Y13 ayo2 — Y22 — Yo4

Ensuite, par construction, on observe les égalités suivantes :

Ly(pg) = p Mi(y)a Yp,qeRi[z] VteN (3.45)
Ly(gpq) = p Mi(gy)a Vp,qeR;[z] VteN,

avec y € RN2.. En particulier :

Ly(p’) = p'Mi(y)p VpeR[z] VteN (3.46)
Ly(gp®) = p M(gy)p YpeR[z] VteN,
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On obtient donc les équivalences suivantes :

M(y) >0 = Ly(p*) =0 VpeR,[z] VteN (3.47)
Mi(gy) =0 = Ly(gp*) =0 VpeR,[z] VteN.

Ainsi, y est représenté par une mesure € M (K) dés lors que toutes les matrices M;(y) et
M;(gy) sont semi-définies positives. Comme annoncé, il est a présent possible de remplacer
les conditions de positivité de la fonctionnelle de Riesz Ly dans le Théoréme 4 par des condi-
tions basées sur les matrices des moments et les matrices de localisation. En effet, grace aux
relations (3.45) et (3.46), on peut montrer (cf. [Laurent 2009]) 'équivalence suivante :

LY(p) = 0 Vpe M(glavgm)
Ly(p®g;) =0 Vje{0,1,...,m} VpeR[z] avec go =1 (3.48)
M(y) = 0, M(g;y) =0 Vje{0,1,...,m} VteN

¢

¢

Notons que, dans cette équivalence, nous avons par abus de notation utilisé la méme termino-
logie pour le vecteur infini-dimensionnel et ses troncatures. En effet, dans la premiére partie

de I’équivalence, y désigne un vecteur de RN" et dans la deuxiéme partie ses troncatures dans
RNzt

Pour faire un bilan de ce paragraphe, nous pouvons synthétiser les résultats présentés en
les reformulant en terme d’ensembles. Pour cela, définissons :

My 2 {yeRN” | 3Me/\/lJr(K)tellequezzm=f

x%dp Ya e Nn} . (3.49)
K

et :

MEg1, o ogm) = {y e RV My(y) = 0, My(gjy) =0 ¥j=1,..,m VteN}. (3.50)

Les définitions précédentes nous permettent d’observer que, par construction, on a :

Mg < Mg, . gm). (3.51)
Mais, le Théoréme 4 permet d’affirmer que, si le module quadratique M(gy, ..., gm) est archi-
meédien, alors :

My = M2 ag1,. .., gm). (3.52)

Ce résultat, tres puissant d’un point de vue théorique, est & la base de l'optimisation par
théorie des moments présentée dans le paragraphe suivant.

3.1.3 Optimisation globale polynomiale par théorie des moments.

Comme nous P'avons précisé dans l'introduction, la résolution du probléme (3.5) s’avére
trop complexe lorsque celle-ci est traitée dans toute sa généralité. Considérons alors ce pro-
bléme dans le cas particulier ou la fonction cotit est un polynéme p € R [z] et K un ensemble

semi-algébrique de base défini & partir d’'une famille de m polynémes g1, ..., gm € R|[z] :
p* £ minp(z) (3.53)
zeK
Enfin, on suppose dans la suite de cette section que le module quadratique M(g, ..., gm)
engendré par les polynémes g1, ..., gm est archimédien.
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3.1.3.1 Une famille de relaxations.

Ainsi que nous I'avons vu précédemment, le probléme (3.53) est équivalent au probléme
suivant :

~ A .
= min x)du(= p). 3.54
poe min | ple)dut-r) (3:5)

Remarquons que, comme le suggére la preuve de cette équivalence dans le cas général, si p*
est solution de (3.54) et que (3.53) posséde un nombre fini, L, de solutions, alors u* est une

mesure atomique s’exprimant comme une combinaison linéaire des L solutions {x1,...,z1}
de (3.53) :
L
w= " Aida,. (3.55)
i=1

Ensuite, a l'aide des reformulations vues précédemment, on observe que (3.53) est équivalent
au probléme :

p = min Ly(p) (3.56)
slc yo=1
ye€ ./\/lK.

Remarquons que la condition yy = 1 est nécessaire pour imposer que p soit une mesure de
probabilité sur K. Or, puisque nous avons supposé que le module quadratique M(g1, ..., gm)
était archimédien, par (3.52), on obtient que (3.56) est équivalent au probléme :

p= inf Ly(p) (3.57)
slec yo=1
M(y) =0, My(g;y) =0 j=1,..,m VteN.

Nous avons donc transformé le probléme (3.53) en un probléme SDP ot Iinconnue est un
vecteur y € RY". Ce probléme est donc de dimension infinie. Le principe fondamental de
I’optimisation par théorie des moments consiste alors & tronquer ce vecteur, et par conséquent
les matrices des moments et les matrices de localisations associées, de maniére a fabriquer
une hiérarchie de problémes SDP de dimensions finies. Ainsi, pour ¢ > ¢ty = max(d,,dx), on
définit la famille de relaxations semi-définies positives :

p " = min Ly (p)
yeRNgt
Q sle yo=1 (3.58)

Mt(Y) > 0, Mt—dgj (QJY) >0 Vje {17 B m} :
Notons que ces relaxations utilisent des matrices de tailles (n;;t) comportant chacune (n+2t)
variables. La complexité de résolution de ces relaxations SDP augmente donc rapidement avec
I’ordre de relaxation ¢. En outre, le nombre de contraintes augmentant avec ¢, on observe :

PP < o < B (3.50)
Ensuite, chaque probléme (3.58) a un dual dont on peut montrer (cf. [Laurent 2009]) qu’il
s’écrit comme le probléme SDP suivant :

pi** £ sup A
A, uj

ks 3.60

s.l.c p—)\:uo—i—Zujgj avec UQ, . .., Um € 2 ( )

j=1 et deg(up), deg(u;g;) < 2t.
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On observe alors I'inégalité suivante :
pi” < pi*". (3.61)

L’autre point clé de 'optimisation par théorie des moments réside dans 1’étude des suites de

mom

solutions (P )=, €t (pi®®)i>t,- Les résultats qu’elle établie sont donnés (cf [Lasserre 2001])

par le théoréme suivant :

Théoréme 5 (Convergence des solutions) Sous les hypothéses et définitions précédentes,

les suites de solutions (P} )i=t, et (pi)i=1, convergent asymptotiquement vers p :

li 205 = i O = . 3.62
Jim pp® = lim py p (3.62)
De plus, cette convergence peut étre finie. En effet, si y* € RN2t est une solution de (3.58) et

Si -
dse N | max(dy,dr) < s <t et rang(Ms(y*)) = rang(Ms_q, (y*)) = L (3.63)

alors pj**™ = p et il y a L minima globaux. En particulier, si rang(M;(y*)) = 1 alors la
condition est vérifiée.

Ainsi, si est (3.63) vérifiée, la solution d’un probléme de minimisation d’un polynéme sous
contraintes polynomiales est atteinte pour une solution d’une relaxation SDP particuliére.
Notons que la solution de cette relaxation représente une mesure de Dirac, ou une combinaison
linéaire de mesures de Dirac s’il y a plusieurs minima globaux. Chaque relaxation peut étre
résolue numériquement a 'aide de méthodes de points intérieurs [Vandenberghe 1996].

3.1.3.2 Algorithme général.

L’algorithme 17 synthétise la méthode d’optimisation globale par théorie de moments.
Il est implanté dans le logiciel GloptiPoly [Henrion 2002]. Cependant, la précision finale de
la résolution de (3.54) dépendra fortement de la précision avec laquelle on pourra extraire
numériquement les solutions. Nous n’avons pas détaillé ici les algorithmes d’extraction des
solutions, pour plus de détails le lecteur pourra se référer a |Lasserre 2010, Algorithme 4.2].
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Algorithme 17 Optimisation globale par théorie des moments.

Précondition : p,g1,...,9m € R[z] et k > max(dp,dx) I'index représentant l'ordre de la
plus grande relaxation.
1: i < max(dy,dg)
2: test d’arrét «— FAUX
3: tant que (i < k) ou (test d’arrét=FAUX) faire
4:  Résolution de (R;), la i®™® relaxation SDP (3.58), & I’aide d’une méthode de points
intérieurs.

5. si (R;) posséde une solution optimale y; alors

6 test de la condition : [ 3s e N | i < s < k et rang(M;(y})) = rang(Ms_q, (y7)) |
7 si cette condition est vérifiée alors

8 test d’arrét «— VRAI

9 sinon

10: 1—1+1

11:  sinon

12: 1—1+1

13: si test d’arrét=FAUX alors

14:  retour de p*™™ = Ly+(p) qui est une borne inférieure de p.

15: sinon

16:  retour de p"®™ = p et, si l'extraction est réussie, un ensemble de | = rang(M(y*))
minimiseurs globaux.
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3.1.4 Faible couplage des variables.

Comme nous avons déja mentionné, la taille des matrices My (y) et M;(gy) utilisées dans
les familles de relaxations SDP (3.58) augmente rapidement avec n, le nombre de variables
d’optimisations considérées. Ceci fait que le champ applicatif de I'algorithme précédent, dit
dense, se limite aux problémes de moyenne ou petite taille. Cependant, pour une certaine
classe de problémes de grande taille, il est possible de prendre en compte le faible couplage
ou parcimonie des variables afin d’utiliser plus efficacement 1I’Algorithme 17. Le but de ce
paragraphe est de présenter cette classe de problémes ainsi que la famille de relaxations SDP
qui lui est associée. Nous introduirons dans un premier temps les notations nécessaires, puis la
notion de schéma de parcimonie structurée des variables et enfin la famille de relaxations
proprement dites ainsi que ses propriétés de convergence.

Introduisons tout d’abord ’ensemble des notations nécessaires. Ces notations portent es-
sentiellement sur les ensembles d’indices de variables et visent & définir de fagcon mathématique
les concepts de faible couplage ou parcimonie de variables. Par faible couplage ou parci-
monie entre deux ensembles de variables d’un polynéme p, nous entendons qu’il n’y a pas de
monodmes de p impliquant simultanément certaines variables des deux ensembles. Par exemple,
si on considére le polynéme :

p(z1, 09, T3, T4, T5) = T1T2T4 + T3T4T5, (3.64)

de R [x1, z2, x3, x4, x5], alors il existe un faible couplage ou une parcimonie entre les en-
sembles de variables {x1, x2, x4} et {3, 24, z5}. En effet, aucun des deux monémes de p ne fait
intervernir simultanément les variables x1, xo et z3, z5. Afin de présenter plus précisément des
définitions de parcimonie particuliéres, introduisons de nouvelles notations. Par la notation
R[z] = R[x1, 29, ...,2,] nous avons précédemment défini ’anneau des polyndmes réels sur
les variables z1,...,z,. Soit I 2 {1,2,...,n} 'ensemble regroupant la totalité des indices
des variables et I < Iy, on définit par z(I) 'ensemble de variables indicées par I :

w(I) & {ay, iel}. (3.65)

Alors, 'ensemble R [z(I)] désigne 'anneau des polyndmes sur les variables z(I). Remarquons
qu’avec ces notations R [z] = R[z(lp)]. Ensuite pour o € N}, & l'instar d’une mesure, on
définit le support de « par :

supp(e) £ {iely|a; =1}, (3.66)
Par exemple, pour n = 6 et a = (010509), supp(«) = {2, 4, 6}. Ensuite, pour I < Iy, on pose :
AT 2 {aeN"|supp(a) < I} (3.67)

et
Al £ {aeN} |supp(a) < I}, (3.68)

dont la dimension est (n; J;t), avec ny £ Card(I). Ainsi, un polynéme de p € R, [z(I)] peut
étre vu comme un polynéme de Ry [z] en écrivant :

p(z) = p(a(I)) = Y] paa®. (3.69)

I
ael;

Ensuite, comme pour les polyndémes, on peut définir les matrices des moments et les matrices
de localisation pour un sous-ensemble d’indices. Ainsi, pour I € I, ces matrices seront définies
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pour des vecteurs y € RA2. Plus précisément, la matrice des moments par rapport a
I’ensemble d’indices I, notée My (y, I), est construite en conservant les lignes et les colonnes
de M,(y) dont l'indice « est tel que supp(a) € I. De méme, pour g € R, [z(I)], la matrice
de localisation par rapport & ’ensemble d’indices I, notée M(gy,I), est construite
en conservant les lignes et les colonnes de M;(gy) dont l'indice « est tel que supp(a) < 1.
Ces deux matrices sont de taille (n; tt) X (n; ert) On observe alors des égalités similaires aux

égalités (3.45) et (3.46), conduisant aux équivalences :

M(y,I) >0 = Ly(p*) >0 VYpeR;[z(I)] VteN (3.70)
Mi(gy,I) >0 = Ly(»*) >0 VYpeR;[z(I)] VteN, (3.71)

avecy € RAZ:.

Ensuite, soit (Ij)g=1,. , une famille de sous-ensembles d’indices recouvrant Iy, c’est-a-
dire tels que Iy = UZ:l I, et (J)k=1,., une famille de sous-ensembles d’indices recouvrant
Jo £ {0,1,...,m}, ensemble des indices des contraintes (go étant la contrainte additionnelle
assurant que le module quadratique est archimédien), vérifiant les propriétes suivantes :

(i) Pour tout j € Ji, g; est un polynoéme ne comportant que des variables indicées par Iy,
c’est-a-dire :
Vke{l,...,r}, Vje Jy, gjeR[z(l)]. (3.72)

(ii) Le polynome objectif p € R [x] se décompose sous la forme :
T
p= Zpk avec pr € Rlz(Iy)], VE=1,...,r. (3.73)
k=1

(i1i) Pour tout k dans {1,...,r — 1}, il existe s € N* tel que :
k
s<k et (Ik+1 N U Ij> c I. (374)
j=1

Cette derniére propriété est appelée la Propriété d’Intersection Courante. Si (Ij)y—1,. ,
vérifie (i) et (ii) alors (Ij)g—1,. , est appelé un schéma de parcimonie structurée de
z. 1l est important de souligner que la famille (Ij); peut indifferemment représenter des
variables ou des indices de variables. Dans le cas de faible couplage des variables, il est possible
d’établir [Laurent 2009] un corollaire du théoréme 3 :

Théoréme 6 (Positivstellensatz de Putinar avec parcimonie)
Soit (Iy)g=1,..r un schéma de parcimonie structurée vérifiant la propriété d’intersection cou-
rante (3.74). Si les modules quadratiques

My £ M({g; | jeJi}) € R[z(L)]

engendrés par les familles de polyndmes (g;) sont archimédiens et si p est strictement

JjeJk
positif sur K, alors il existe une famille (ug,u;, )i de polynomes SOS telle que :

p = i (uk + Z ujkgj> . avec ug, u;, € X [x(Ig)]. (3.75)

k=1 jedg

Autrement dit, si p est strictement positif sur K, alors :

peM +...+M,. (3.76)
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Par conséquent, nous pouvons appliquer un raisonnement analogue a celui de la section précé-
dente : nous transformons le probléme d’optimisation initial en un probléme de minimisation
de la fonctionnelle de Riesz sous contraintes que le vecteur recherché est représenté par une
mesure prenant en compte la parcimonie des variables.

Dans un premier temps, définissons le probléme sur I’espace des mesures. Pour cela, pour
chaque I, on définit ny £ Card(I). Notons que l'intersection des [ entre eux peut étre
non-vide, c¢’est-a-dire qu’il peut y avoir des recouvrements entre les I. Ainsi, on adopte la
notation suivante :

Li & L\  VYike{l,...r}, (3.77)
et, pour I, # J, on définit njy, £ Card(/jx). Enfin, on pose :
r & {heN|j<h<rethﬂIh;£@}. (3.78)
A l'aide de la famille d’indices (Ji);=1,... », on définit :
Ky £ {z e R™ | g;(z) = 0 Vje Ji}, (3.79)

de sorte que :

r

K={xe]R"|gj(x)>O Vje Ujk}z{xeRﬂx(Ik)eKk, k=1,...,r}.  (3.80)
k=1

Enfin, pour toute mesure u € M (K), soit mu € B(K}), la projection de p sur les variables
x(Iy) définie par :

mi(A) 2 p({z e K | (xp)ner, € A}), VA€ Tp(Ky). (3.81)

Considérons alors le probléme suivant :

>

T
A .
= min prd 3.82
#kEB(Kk)]glka kA ( )

s.l.c Nk(Kk):L k=1,...,7‘
Tikly = Tripe Yk e Iy, Vjie{l... r}

Par rapport au probléme original (3.54), on ne cherche pas une seule mesure définie pour
n variables, mais r mesures dont chacune est définie pour n; = Card([}) variables. Les
contraintes :

Tiklj = Thjlk VkEFj, Vje{l...,r} (3.83)

trés complexes de prime abord, signifient simplement que ces mesures sont égales oul les
ensembles [j se chevauchent. On peut d’ailleurs les réécrire a 1'aide des moments :

f (L) dp; = j o(Iy)* dpy Vo N'-, (3.84)

K; Kk

Alors, sous quelles conditions sur les (/;)g—1,.. les problémes (3.82) et (3.54) sont-ils équiva-
lents 7 Par le théoréme |Lasserre 2010, théoréme 4.6, si (Ij)g=1,. » est un schéma de par-
cimonie structurée vérifiant la propriété d’intersection courante (3.74), alors les mesures
pi € P(K}) sont les projections d'une mesure de P(K) sur les variables x([), autrement
dit les problémes (3.82) et (3.54) sont équivalents.

Ensuite, par analogie a la section précédente, l'objectif consiste a reformuler (3.82) a I’aide
des matrices des moments M (y,I) et des matrices localisation M;(gy,I). Appliquons donc
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un raisonnement similaire : un vecteur y € RY" représente une mesure borélienne vérifiant
les containtes du probléme (3.82) si et seulement si Ly est positive sur chacun des My,. Cette
derniére condition est equivalente a la condition :

My, I,) =0 k=1,....r VteN (3.85)
My(gjy,Ix) =0, Vje Jy, k=1,...,r VteN. (3.86)

ol y appartient & RN2:. Bien que y soit le vecteur total de RN2t, chaque matrice ne porte
que sur les variables I, autrement dit y est vu comme un vecteur de RAQ?. Comparé aux
matrices de tailles ("}") du probléme dense, nous obtenons donc des matrices de taille ("4*).
Par conséquent, on a la reformulation de (3.82) suivante :

T

p £ min > Ly (p) (3.87)
yeR" 2
slec yo=1

My, I) >0, k=1,....r VteN
Mt_dg]_(gjy,fk) >0,Vjedy, k=1,....,r VieN.

Ainsi, pour t >ty = max(d,,dg,,...,dk, ), on définit les relaxations SDP de (3.87) par :

p"™ = min > Ly(pk)

O sle yo = (3.88)
Mi(y,I) =0, k=1,...,r
Mt—dgj (gJY>Ik‘) >0,Vjedy, k=1,...,r

Ce probléme a un dual dont on peut montrer qu’il s’écrit comme le probléme SDP suivant :

(5™ £ sup A
Avukj
(O sle p—A=204 (ukO + Z ukjgj) (3.89)
JjeJk
avec ugo, ug; € X [x(Iy)], k=1,...,r
et deg(upo),deg(urjg;) <2t, k=1,...,r.

De la méme maniére que les solutions des relaxations SDP denses, on observe (cf. [Lasserre 2010,
théoréme 5.9 |) le résultat de convergence suivant :

Théoréme 7 Sous les hypothéses et définitions précédentes, les suites de solutions (p"™ )=t
et (pf% )i=t, convergent asymptotiquement vers p™o™ :
S0S8

Jim p = lim p" = p = p”. (3.90)

I,
De plus, siy* € RA est une solution de (3.88) et s’il existe (sg)p=1..r € N tels que :

to <sp <t
rang(Ms, (1), Ik) = rang(Ms, —a,, (7, Ix)), VEk=1,...r (3.91)
rang(Ms, (y1), k(1) =1 VjeTy Ye=1,...r.

mom

alors p™™ =p et il y aly = rang(Ms, (yr, Ir)) minima globaux dans Kj,.

Ainsi, on obtient une famille de problémes SDP dont les contraintes portent sur des matrices
de taille ("k;rkt) comportant chacune ("’“Tfk%) variables. Il est des lors possible, si les ny restent
raisonnables, de pouvoir résoudre des problémes de grande taille. Afin d’apprécier le gain
réalisé, dans [Kojima 2010, Mituhiro , Kim 2009]|, des problémes & 1000 variables sont résolus
a I’aide d’une formulation prenant en compte la parcimonie alors que la formulation dense ne

peut traiter la premiére relaxation.
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3.1.5 Bilan.

Dans cette section, nous avons montré comment le probléme de minimisation polynomiale :

p* £ minp(a) (3.92)
reK

pouvait étre approché par une hiérarchie de problémes SDP dont la suite de solutions converge

vers p*. Cependant, pour un nombre d’inconnues trop important, la taille des matrices utilisées

dans cette hiérarchie se révéle trop grande pour une utilisation pratique. Mais, nous avons

introduit comment, dans certain cas, ces matrices peuvent étre fractionnées pour réduire trés

significativement les temps de calcul.
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3.2 Extension au cas d’une somme de fractions rationnelles

Le but de cette section est de présenter notre contribution. Elle consiste a étendre 1’op-
timisation polynomiale de maniére & pourvoir traiter des fonctions cotit définies comme des
sommes de fractions rationnelles. De maniére générique, nous appelerons ce probléme : 1’op-
timisation rationnelle. Il est formulé de la maniére suivante :

N
A 5N,
r’ = min r(z) ;m(w) (3.93)

ou chaque terme r; : R” — R est une fonction rationnelle définie par :

ro(z) 2 P2
i(2) (@) (3.94)

avec p;, q; € R[x] et ¢; > 0 sur K pour tout ¢ = 1,..., N. Comme dans la section précedente,
K est 'ensemble semi-algébrique défini par :

K £ {reR" : gj(x) = 0,j=1,...,m}, (3.95)

ou g; € R[z] pour tout j = 1,...,m. Quitte & ajouter une contrainte supplémentaire du
type gm+1 = N — ||z||3, nous supposons dans toute cette section que le module quadratique
M(g1, ..., gm) est archimédien et par conséquent que K est compact. Ainsi, puisque r est
continue sur K compact, (3.93) posséde au moins une solution z*. En outre, nous supposons
que les degrés de chaque g, p; et g; sont relativement faibles (de 'ordre de 10) mais que le
nombre de termes N peut étre trés grand (de 10 & 100 environ). Dans le cas d’un probléme
dense, le nombre de variables n est supposé assez faible (jusqu’a 10). Toutefois, sous les hy-
pothéses (3.74), nous verrons que ce nombre peut étre largement augmenté (de 10 a 100).
Rappelons enfin que, méme si le probléme (3.93) posséde un intérét théorique, notre moti-
vation premiére reste certaines applications en vision par ordinateur, ou de tels problémes
sont fréquement rencontrés. Ces problémes sont souvent des problémes d’estimation dans les-
quels N est le nombre de mesures physiques utilisées. Dés lors, on comprend que N doit étre
grand (typiquement entre 50 et 100) pour que l'estimation soit précise. Nous décrirons ces
applications plus formellement dans le chapitre 4.

En toute généralité, c’est-a dire sans faire d’hypothéses sur les polynémes p; et ¢;, le
probléme d’optimisation rationnelle (3.93) est assez difficile. En effet, méme avec un nombre
relativement faible de fractions et en supposant que les p; (resp. ¢;) sont convexes (resp.
concaves), I’étude réalisée dans [Schaible 2003| montre que (3.93) reste un probléme difficile car
la somme de fractions & numérateurs convexes et dénominateurs concaves n’est généralement
pas quasiconvexe (un minimum local n’est donc généralement pas global). Théoriquement,

une premiére approche consiste a réduire toutes les fractions % au méme dénominateur afin

obtenir une seule fraction rationnelle & minimiser. Une fois cette fraction calculée, on peut
utiliser une hiérarchie de relaxations SDP comme dans [de Klerk 2006] ou comme conséquence
de [Lasserre 2010, prop 5.20]. Mais une telle stratégie est difficilement utilisable en pratique.
En effet, méme si n est petit, le degré du dénominateur commun peut s’avérer important, de
sorte qu’il soit impossible de résoudre la premiére relaxation de la hiérarchie, principalement
en raison des limitations des solveurs de points intérieurs. De plus, cette stratégie conduit
généralement & la destruction de la parcimonie potentiellement présente dans la formulation
d’origine (3.93), interdisant ainsi toute réduction de la complexité de la hiérarchie SDP.

Dans cette section, nous montrerons qu’il existe deux solutions théoriques & ce probléme :
les Epigraphes Creux et la Programmation Rationnelle. Puis nous montrerons que
la condition de parcimonie vue dans la section précédente peut étre appliquée aux deux
approches, permettant ainsi de traiter un grand nombre de variables.
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3.2.1 Les épigraphes creux.

Cette premiére solution peut étre vue comme une application directe des resultats du
paragraphe (3.1.4). La premiére étape de cette application consiste a reformuler le probléme
initial & I'aide de variables additionnelles ;, appelées variables de relévement (lifting an
anglais). On réécrit alors (3.93) sous une forme polynomiale de la maniére suivante :

min +...+ 3.96
(z,7)eK xRN " w ( )

sle pi(z) <7vigi(z), Vie{l,...,N}.

Nous appelerons cette formulation le probléme des épigrahes. En effet, pour une fonction
f:R™ —> R, I'épigraphe de f, noté epi(f), est défini comme ’ensemble :

epi(f) = {(z,7)eR" xR | f(z) <~} (3.97)

Ainsi, la dénomination de (3.96) vient du fait que, pour un vecteur solution (x,~) de (3.96),
chaque sous-vecteur (x,~;) est dans epi(%).

Preuve: Démontrons cette équivalence, si (v*,2*) est solution de (3.96), alors, pour tout
(z,7) € K x RN tel que p;(x) < yiqi(x), Vie {l,...,N},ona:

N N
W< D (3.98)
i=1 i=1
Or, pour tout x € K, (z, %, ,Zzgg) est un point réalisable de (3.96). Ainsi, on observe
les inégalités suivantes :
i) _ S N i)
ML <), , Vzek, (3.99)
Sal) o Ha@)
prouvant ainsi que x* est solution de (3.93). Réciproquement, si z* est solution de (3.93),
alors en prenant ) = pi(m*), Vie{l,...,N}, on a bien que :
qi(x*)
N N
D <D (3.100)
i=1 i=1

pour tout vecteur (7;)i—1.. ~ tel que : p;(z) < vigi(x), Vi e {1,..., N}, impliquant ainsi que
(x*,v*) est solution de (3.96). O
Ensuite, le probléme dans 'espace des mesures équivalent & (3.96) s’écrit :

N
~ A .
r = min d 3.101
BC sn ;Jmuw Yidp (3.101)

slec pi(z) <7vigi(x)Vi=1,...,N.

Sans perte de généralité, on peut supposer que les ~; sont bornés car la fonction objectif r est
supposée, comme dans le cas polynomial, bornée. Ainsi le module quadratique engendré par
les (gj)j=1,...,m et les N contraintes v;q;(x) — p;(z) est archimédien (cf. 3.30). Par conséquent,
puisque (3.101) est sous forme polynomiale, la suite des solutions des relaxations SDP associées
a (3.101) convergent asymptotiquement vers r* = r},~. Cependant, I'espace de recherche du
probléme (3.101) est celui des mesures boréliennes dont le support est contenu dans K x RV,

. ., n+N .
L’espace de recherche des relaxations SDP associées sera donc RN2e  avec des contraintes
n+N+t) N (n+N+2t
n+N n+N
nombre de fractions) est grand, alors méme les premiéres relaxations deviennent impossibles

sur des matrices de taille ( ) variables. Dés lors, on comprend que si N (le
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a résoudre. Ainsi, il est légitime d’étudier si les variables de (3.96) possédent une parcimonie
exploitable pour la méthode présentée dans la section précédente. Ainsi, soit (Ij)r—1,. v un
schéma de parcimonie structurée sur les variables {z,~v1,...,yn} défini par I} £ {x,v}. Pour
tout ke {1,...,N},on a:

k
(IkH N U Ij> ={z,vk+1} 0 {x,71, ..., } = {x} < 1. (3.102)
j=1

Le schéma de parcimonie structurée (Iy),—1,. n vérifie donc la propriété d’intersection cou-
rante (3.74). Ainsi, en remarquant que [, = {x} pour tout j,k € {1,..., N}, le probléme (3.96)
est équivalent au probléme dans ’espace des mesures suivant :

N
~ A .
r = min A 3.103
EC JieBUK xR) ~ fo]RN Vi ( )

slc pi(z) <7vigi(x)Yi=1,...,N.

o= [ g V)€ (L N
K K Va € N™.

On obtient alors un probléme dans lequel on recherche N mesures u; € B(K x R). Puisque
ce probléme est sous forme polynomiale et qu’il vérifie toutes les propriétés nécessaires, la
suite de solutions issue de la hiérarchie de relaxations SDP associées définies par (3.88),

converge vers r5~. Cependant, I'espace de recherche de ces relexations SDP reste toujours

n+1+t
n+1

complexité de O((n + N)?) a O((n + 1)?*"). Notons que le schéma de parcimonie structurée

RNgtJrN, mais les matrices définissant les contraintes sont de taille ( ), diminuant ainsi la
utilisé est toujours valable quelque soit les polynoémes p; et ¢;. On peut donc le qualifier de
schéma de parcimonie structurée propre a la structure du probléme des épigraphes.
Par conséquent, nous disposons d’une premiére approche générique permettant de résoudre
des problémes d’optimisation rationnelle (3.93) ot N est supposé grand.

Pour conclure, il est important de remarquer que nous n’avons pas tenu compte d’une
éventuelle parcimonie des inconnues x € K. Ainsi, soit (/;)g—1,.. n un schéma de parcimonie
structurée des variables x vérifiant la propriété d’intersection courante (3.74). Définissons le
schéma de parcimonie structurée ({Ix,Vx})k=1,. n sur les variables {z,v1,...,yn}. Puisque
pour tout j # k, on a :

{5 o ks e} = 1 0 I,

il est facile de montrer que le schéma de parcimonie structurée ({Ix,vx})r=1,. n Vvérifie en-
core la propriété d’intersection courante (3.74). Donc, en utilisant les notations du para-
graphe (3.1.4), le probléme (3.103) est équivalent au probléme sur 'espace des mesures sui-
vant :

N
- A .
Tec = min Yidpi 3104
1B xR) Z._ZIJKZ-XR e o

sle pi(z) <vigi(z)Vi=1,...,N

()" dpg, = f o(Jj)dp;  Vkelj, Vje{l...,r}
Kk K; Vo€ Nk,

Puisque ce probléme est aussi sous forme polynomiale, la suite de solutions issue de la hiérar-
chie de relaxation SDP définie par (3.88), converge vers la solution de (3.101). Ceci permet
ng+1+t
nk+1

O((ng + 1)*) la complexité. Cependant, méme en tenant compte de toutes les parcimonies

donc de diminuer encore & ( ) la taille des matrices utilisées pour les contraintes et a

possibles, nous ne pouvons éviter 'ajout de IV variables de relévement. De plus, comme nous
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I’avons mentionné, il est nécessaire de borner ces variables. Or, nous verrons dans la section
dédiée aux tests numériques que la précision de cette approche dépend fortement de la préci-
sion avec laquelle cette borne est fixée. Pour toutes ces raisons, nous avons cherché une autre
approche que nous présentons dans le paragraphe suivant.

3.2.2 Programmation rationnelle.

Le but de ce paragraphe est de présenter notre deuxiéme approche. Comme dans le para-
graphe précédent, nous introduirons tout d’abord le probléme sur l'espace des mesures puis
nous montrerons son équivalence avec le probléme général. Ensuite, nous présenterons la hié-
rarchie de relaxations SDP associées et prouverons sa convergence. Enfin, nous reproduirons le
méme processus mais avec une formulation qui présente un schéma de parcimonie structurée.

Le principe de cette seconde approche consiste & supprimer les dénominateurs ¢; en les
introduisant dans des nouvelles mesures v;. Pour mieux comprendre cette méthode, plagons
nous dans le cas ot N = 1 et considérons le probléme :

7L min 28 (3.105)
zeK q(LL‘)
Le probléme dans I'espace des mesures s’écrit :
. A . p(x)
fpr = min —=dpu. 3.106
peP(K) L{ q(zx) ( )

Afin d’¢liminer le dénominateur, puisque ¢(z) > 0, Vz € K, on pose v 24! 1, c’est-a~dire :
v(A) £ f q(x) " Ydu(x), YA e B(R"). (3.107)
KnA

Remarquons que, par construction, supp(r) = K. Mais afin d’avoir une équivalence avec (3.106),
comme /£ est une mesure de probabilité sur K, il est nécessaire que § i dp = SK qgdv =1. On
obtient ainsi le probléme suivant :

Fpr = min fpdy (3.108)
veMy(K) Jx

s.l.c f qdv = 1.
K

Supposons maintenant que N > 1. Définissons alors le probléme dans l’espace des mesures
suivant :

N
. A .
TPR = min ZJ p; dv;
VZ‘EM+(K) im1 K

S Le. dvy = 1
. Lﬂl = (3.109)

J x%qdy; = J x“qdry, VaeN"
K K Vie{2,...,N}.

Nous démontrons alors le résultat suivant :
Théoréme 8 Sig; > 0 sur K pour tout i€ {1,...,N}, alors ipr = r*.
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Preuve: Prouvons tout d’abord que r* > 7pg. Soit z* € K une solution de (3.93) telle
que 7(z*) = r*. Définissons v; = g;(z*) '8, pour tout i € {1,...,N}. Par construction, les
mesures (v;);—1,.. N vérifient les contraintes de (3.109) avec pour valeur objectif :

*

N
D JKpi PR ¥ (G (%) = . (3.110)
=1

*
i= lq’L'CL'

Par conséquent, on a nécessairement r* > 7pg. Réciproquement, s01t (v})i=1,...,N une solution
de (3.109). Pour chaque i € {1,..., N}, définissons les mesures p; 2 ¢iv;. Comme la famille
(VF)i=1,.. N vérifie les contraintes de (3.109), on a :

f l’aqidl/;:f g dvy Vie{2,...,N} = f d,u::f dui Vie{2,...,N}(3.111)
K K K K

c’est-a-dire : pu; = p, pour tout i € {2,...,N}. De plus, puisque SK qidiy = 1, pp est
nécessairement une mesure de probabilité sur K. Ainsi, on observe :

N N
ZJ pidvy = )] —qzd ; ZJ (3.112)
i=1YK i1 VK 4 i=1
N .
= f 2& dui = J rdu] >J reduy = r*, (3.113)
K\, % K K
ce qui prouve que #pgr = r* et conclut la preuve. O

Maintenant que nous avons montré l’équivalence du probléme dans l’espace des me-
sures (3.109) avec le probléme (3.93), il faut démontrer que la suite de solutions issue de
la hiérarchie SDP associée a (3.109) converge vers la solution de (3.93), et ce avec des proprié-
tés identiques au cas polynomial. Ainsi, pour t > tg = max(dy, dq, d), on définit la hiérarchie
de relaxations SDP de (3.109) par :

N
rpem 2 min ) Ly (p)
(yi)izl...NeORNgt) i=1
Q¢ 3 sle My(y;) =0, Vie{l,...,N} (3.114)
M;—q, (95yi) = 0, Vi€ {l,...,m} Vie {1,...,N}
Ly, (q1) =1
Ly, (z%q1) = Ly, (z%q;) Ya € N?_d% Vie{2,...,N}.

Pour cette hiérarchie de relaxations SDP, nous démontrons le théoréme de convergence sui-
vant :

Théoréme 9 Sous [’hypothése que M(gn, . .., gm) soit archimédien, on considére la hiérarchie
de relazations SDP (3.114). On a alors les résultats suivants :
A ¥
(i) tl}gloor =Tpr =1r".

(ii) De plus, si (y;)i—1..nv < RY2t est une solution optimale de (3.114) et si :
rang(M;(y;)) = rang(M;_q, (y:)) = R, Vie{l,...,N} (3.115)

alors r{*°™ = Ppgr et on peut extraire R solutions globales.
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Preuve: Cette preuve est similaire & celle du théoréme |Lasserre 2010, Théoréme 4.7]. Ainsi,
nous renvoyons le lecteur vers sa preuve pour le détail des topologies utilisées pour les conver-
gences. Considérons la suite (y!)¢>¢, de points proches des solutions optimales de la hiérar-
chie (3.114) (en toute rigueur, rien n’assure que chaque relaxation posséde une solution),

N
’I“ Z icpz\;z-l-

Alors (cf.preuve de [Lasserre 2010, Théoréme 4.7]), il existe une sous-suite convergente (yf-e) ¢
telle que :

c’est-a-dire :

x|

lim y* = yia, YaeN' Vi=1,...,N.
{—0
Or, puisque les (y!); sont solution de la hiérarchie (3.114), pour ¢ fixé, on a :
Mi(y!) = 0, My(g;yt) =0, Vj=1,....m Vi=1,...,N
Par passage a la limite lorsque £ — o0, on obtient :
M(y:) = 0, M(g;y:) =0, Vj=1,....mVi=1,... NVt=>ty

Donc, par le théoréme 4 de Putinar, pour chaque y;, il existe une mesure u; € M4 (K) telle
que y; représente le vecteur de ses moments, c’est-a-dire :

Ly,(p) = JK pdp;, Vpe R[z].

De plus, toujours par passage a la limite :
Lylga®) = [ s*l@)du = Ly(@e®) = | s'a@dn, YaeN. (3116
K K

Ensuite, pour tout i = 1,..., N, on définit la mesure v; € P(K) par : v = qip;. Par (3.116),
on observe que : v; = vy pour tout ¢ = 1,..., N. Enfin, puisque r{"*" < 7pr = r* pour tout
t = tg, toujours par passage a la limite, il vient :

ZHOO

= ZJ L f “din
i—1JK i

_ J (22:)@1 .

Comme le résultat est vrai pour n’importe quelle sous-suite Convergente et que /" est

= elim ri®™ = lim Z L v (pi) EJ pidps;

monotone et croissante, nous obtenons finalement que thm ri*™ = r*. De plus, 11 est une
—+00

solution optimale de (3.93) avec pour valeur objectif * = 7pg. Le point (i) est une consé-
quence directe du théoréme de Curto and Fialkow [Lasserre 2010, Théoréme 3.7] et chaque
y; représente une mesure atomique supportée par les R minima globaux dans K. O

Analysons la hiérarchie de relaxations SDP (3.114) en regard de celle issue du probléme des
moments généralisé (3.103). Dans le cas de (3.114), on cherche N vecteurs dans R2:. 11 résulte
que 'on doit traiter, dans les contraintes, des matrices de moments et de localisation chacune
de taille (nzt) a (nft) variables. Comparativement, dans les relaxations issues de (3.103), on
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doit traiter des matrices de taille (nﬁ:t) 3 (ntj:lzt

plus favorable, dés que l'ordre relaxation ¢ augmente, d’utiliser la hiérarchie de relaxations
SDP (3.114) plutot que celle associée au probléme des moments généralisés (3.103).

) variables. On comprend dés lors qu’il est

Par analogie au probléme polynomial, il est possible de prendre en compte la parcimo-
nie éventuellement présente dans les inconnues z afin de diminuer la taille des matrices de
contraintes et ainsi de pouvoir traiter des problémes plus importants. Le but de ce paragraphe
est donc de présenter la hiérarchie de relaxations SDP prenant en compte un schéma de parci-
monie structurée ainsi que les théorémes de convergence qui lui sont associés. Nous utiliserons
dans ce paragraphe les notations introduites dans le paragraphe (3.1.4). Ainsi, soit (Ix)i=1,..~
un schéma de parcimonie structurée sur les variables . Considérons le probléme dans ’espace
des mesures suivant :

N
PR £ min J p; dv;
ViEB(K,') i1 K
s.l.c. J qdvy =1, Vie{l,...,N} (3.117)
K;

mii(qvi) = mi(qv;), VjeTli, Vie{l,...,N—1}.
Nous démontrons alors le résultat suivant :

Théoréme 10 Sile schéma de parcimonie structurée (I,)y—1,.. n vérifie la propriété d’inter-
scetion courante (3.74) et si, pour tout i € {1,...,N}, ¢; > 0 sur K alors fpr = r*.

Preuve: Soit z* une solution de (3.93) et p la mesure de Dirac dz« au point z*. On pose
A L s a g .
w; = mip la projection de pu sur K;, c’est-a-dire : y; = 5{36*_ jelib la mesure de Dirac
]7 k2
au point {x;, jE Il-} de K. Ensuite, pour tout ¢ = 1,..., N, on définit la mesure v; £

qi(x*)"'u; € B(K;). Ainsi, (v;);=1,. N appartient a 'ensemble des contraintes de (3.117). En
effet, §,. qidv; =1 pour tout i = 1,..., N, et :

{ZL';, kel;n I]} = mjV; = Tjivj, VjF 1 tels que : Iinl; #J.
Finalement, on obtient :

i
Qi(

S apilrt)
;[L(ipidyi = 222137*) =T,

et donc 7pr < r*. Réciproquement montrons que : 7pr > r*. Soit (v}) une solution (3.117).

Pour chaque ¢ = 1,..., N, on définit u; la mesure de densité ¢; par rapport a v;, ¢’est-a-dire :

>

1i(A) JK @) dvila), VA< B(K).

Par construction, u; € P(Kj;) et, puisque () est de solution (3.117), on a : m;;p; = mj 5 pour
tout couple j # ¢ tel que I; N I; # J. Ainsi, par [Lasserre 2010, Lemme B.13], il existe une

mesure de probabilité p sur K telle que m;u = p; pour tout ¢ = 1,..., N. Enfin, on observe
que :

N N i N i

D i =X = XN

i=1VKi i1 VK i Tk G

N .
[ (S2) =
K\ %
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et donc que : Tpr = . O

Comme précédemment, il faut ensuite démontrer que la suite de solutions issues de la hié-
rarchie de relaxations SDP associée a (3.117) converge vers r*. Tout d’abord définissons
pi T~ max(dy,,dy) pour tout i € {1,...,N}. Ensuite, pour t > ¢ty = max(dp,dy,dK),
on définit la hiérarchie de relaxations SDP de (3.117) suivante :

( N
s i D)

(Yi)izlu.Ne(RNQt) =

sle My(ys, I;) = 0,
Q¢ 3 Mi—q, (9;yi: i) =0, VjeJi, Vie{l,...,N} (3.118)
Lyz‘(Qi) =1, Vie {17 N}

I;inl;
Ly, (x%q;) = Ly, (z%qj) Vae Ay
Vjel;, Vie{l,...,N —1}.

\

Notons que, pour chaque i dans {1,..., N}, yi = (Yia)aeng, est un vecteur de RNz dont seul
les coefficients (yia),epn sont pertinents (tous les autres coefficients pouvent étre mis & zéro).
Pour cette hiérarchie de relaxations SDP, nous démontrons le résultat de convergence suivant :

Théoréme 11 Sile schéma de parcimonie structurée (Iy)r—1,. N vérifie la propriété d’inter-
section courante (3.74), alors, pour la hiérarchie SDP définie par (3.118), on a les résultats
suwants :

(i) hm Tt = r*.

(ii) Pour tout i, posons v; = max;e,(dg,). Avec cette notation, si on a de plus y* =

(¥1,--,¥YN) € (RN%)N une solution optimale de (3.118) telle que :
rang(M;(y?, I;)) = rang(M;_,,(y?)) £ R;, Vie{l,...,N} (3.119)

et
rang(My(y;, i ()I;)) = 1 VjeT; ¥ie{l,...,N} (3.120)

alors r{"°"™ = r* et on peut extraire un nombre fini de solutions globales.

Preuve: La preuve est similaire a celle du théoréme (9). Considérons la suite (y!)i=¢, =
(yi, ..., ¥%)i=t, de points proches des solutions optimales de la hierarchie (3.118), c’est-a-

N
*
b 2 L) <

Alors, il existe une sous-suite convergente (y®), telle que :

dire :

pwH

zli{go yffx = Yia, VYaeAliVi=1,.N.
Par passage a la limite lorsque £ — o0, on obtient :
My(y;, I;) >0, Mt(gjyi,fi) >0, Vje;Vi=1,....NVt=tp

Comme chaque My est archimédien, par le théoréme de Putinar [Lasserre 2010, Théoréme
2.14], le vecteur y* = (Ya)aepni (c-a-d. le sous-vecteur de y; obtenu en ne retenant que
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les coefficients 9o, o € A%é) représente une mesure p; supportée dans K;. Alors, encore par
passage a la limite, Lyi(¢;)(= Ly,(¢:)) =1,i=1,...,N, et :

Lyi(giz®) = J x® qi(z)dp; = f a2 qj(x)dpj, Voe AN vjeT;. (3.121)
K; —— K; -
dv; (z) dv;(x)
Ainsi, pout tout ¢ = 1,..., N, la mesure v; 2 q;lb; est mesure de probabilité dont le support

est inclus dans K;. De plus, par (3.121), on a :
Vi = Ty5V5, V]EFZ Vi=1...N.

Donc, par |Lasserre 2010, Lemme B.13], il existe une mesure de probabilité v a support dans
K telle que m;v = v; pour tout ¢ = 1,..., N. En outre, on observe que

N N
> eli_)rgo A eli_{lolo Z Lyzz (pi) = ZJ ‘pidﬂi
= Zf pqud,u,l = Zf (:ll/Z

i=1 i=1

- [(E2)wsr

Comme le résultat est vrai pour n’importe quelle sous-suite convergente et que 7/ est

monotone et croissante, nous obtenons finalement que lim r*°"™ = r*. De plus, v est une
+

solution optimale de (3.109) avec pour valeur a1’ ObJeCtlf r* = 7pr. Comme pour le théoréme 9,
le point (ii) est une conséquence directe du théoréme de Curto and Fialkow |Lasserre 2010,

Theorem 3.7| et, pour tout ¢ = 1,...,N, chaque y; = (yi),cal; repPrésente une mesure
atomique supportée par les R; minima globaux contenus dans Kj;. O
3.2.3 Bilan.

Dans cette section, nous avons montré comment le probléme de minimisation rationnelle :

pz l’
xeK - Q'L l’

(3.122)

pouvait étre approché par deux hiérarchies de problémes SDP dont les suites de solutions
convergent vers f*. Pour ces deux hiérarchies, nous avons en outre montré que, lorsque ces
convergences étaient finies, il était alors possible d’extraire les solutions globales. Enfin, nous
avons montré qu’il était possible de tenir compte d’une certaine forme de parcimonie des
inconnues afin de diminuer significativement la complexité des relaxations SDP et ainsi de
pouvoir traiter des problémes de plus grande taille. Dans la section suivante, nous étudierons,
sur plusieurs cas tests, quelle méthode offre les meilleures performances numériques en termes
de précision et temps de calcul.
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3.3 Résultats numériques

Le but de cette section est de présenter les résultats obtenus par les deux méthodes pro-
posées sur un ensemble de cas tests. Cette comparaison nous permettra de mettre en avant,
en termes de précision et de rapidité, les performances des deux approches et, le cas échéant,
de les départager. Nous avons utilisé, pour cette comparaison, deux types de cas tests. La
premiére catégorie regroupe les exemples de la communauté pour lesquels nous disposons des
minima globaux. Le but évident de cette famille de tests est de nous permettre de vérifier
la précision des deux méthodes. Cependant, comme nous ne traitons que des problémes ra-
tionnels, cette catégorie est relativement pauvre car elle ne regroupe que quatre exemples.
De plus, ces problémes sont notoirement difficiles car ils sont faits pour éprouver la préci-
sion des solveurs d’optimisation globale. Ceux-ci ne permettront donc pas nécessairement de
mettre en avant les différences entre les deux approches. Ainsi, nous avons construit une sé-
rie d’exemples pour lesquels nous ne disposons pas des minima globaux mais qui possédent
certaines particularités permettant de distinguer des comportements propres & chacune des
solutions proposées.

Avant de présenter 1’étude détaillée, il convient de préciser un élément propre & I'implan-
tation de nos deux solutions dans le logiciel libre GloptiPoly [Henrion 2002]. Supposons que
I’on cherche & minimiser un polynéme p & l'aide de ce logiciel. Bien que les conditions de
rang soient satisfaites pour un ordre de relaxation ¢, il arrive parfois que ce dernier ne soit
pas assez grand pour permettre d’extraire des solutions (x});—1, ., du vecteur des moments
y;. En effet, lorsque les conditions de rang sont satisfaites, le logiciel Glopitpoly procéde a

I'extraction des solutions (x:)zzlr Puis celui-ci calcule les erreurs suivantes :

ei 2 |p(x}) — Ly (p)|, Vi=1,...,r (3.123)

Si toutes les erreurs ; sont inférieures & un certain seuil ¢ (fixé arbitrairement petit), alors
I’extraction est validée. Sinon le logiciel renvoie un code de sortie mentionnant cette violation.
Dans ce cas, il est tout de méme possible de dégager des solutions, soit en forgant I’extraction
automatique en augmentant (, soit en extrayant manuellement une solution de la matrice
des moments M (y;). Cependant, si on ne souhaite pas forcer I'extraction et conserver le
seuil d’origine, il suffit généralement de résoudre la relaxation suivante. Ainsi, lorsque nous
parlerons de l'ordre de relaxation nécessaire pour obtenir un certificat d’optimalité, nous
ferons référence a l'ordre de relaxation nécessaire pour satisfaire les contraintes de rang et
celui nécessaire a ’extraction. Nous parlerons alors de solution certifiée. Enfin, lorsque les
contraintes de rang ne sont pas satisfaites, mais que nous souhaitons disposer d’une solution,
nous extrayons manuellement une solution de la matrice des moments M;(y;). Nous parlerons
alors de solution non certifiée.

Dans le but de progresser des problémes les plus simples vers les plus complexes, nous
commencerons par étudier les résultats obtenus sur des exemples univariés, puis sur un
exemple bivarié avec des degrés importants et enfin sur des problémes académiques. Enfin,
dans le but de se référer & un solveur existant et reconnu, nous comparons tous nos résul-
tats & ceux obtenus avec le logiciel commercial BARON [Tawarmalani 2005, Sahinidis 2010]
que nous avons utilisé via le serveur NEOS, disponible gratuitement & l’adresse suivante :
http://www.neos-server.org/neos/solvers/go:BARON/GAMS.html. Notons que via ce ser-
veur, le temps de calcul effectif est limité a 1000 secondes. Outre la solution et la valeur de la
fonction objectif, nous avons choisi, pour ce logiciel, de ne donner que le nombre total d’ité-
rations. En effet, comme nous ne disposons pas des spécifications de la machine sur lequel
le solveur est exécuté et que nous employons ce logiciel sans faire appel a des options parti-
culiéres qui permettraient de 'utiliser le plus finement possible, le temps de calcul n’est pas
une indication satisfaisante. Enfin, le logiciel BARON posséde une étape de pré-traitements
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qui lui permet de déterminer une premiére estimation de la solution. Si la solution globale
proposée par ce logiciel est atteinte durant cette étape, nous le spécifierons clairement.

3.3.1 Problémes univariés

Le but de ce paragraphe consiste plus & appréhender le comportement des deux solutions
proposées sur des exemples simples que de réellement tester leurs performances respectives.
Ainsi, ce paragraphe ne regroupe que des exemples que nous avons construits et pour lesquels
nous ne disposons pas de minima globaux certifiés. Les comparaisons avec le logiciel BARON
sont alors fournies pour s’assurer que nos méthodes restent dans des précisions acceptables.

Exemple n°1. Dans cet exemple on cherche a résoudre le probléme suivant :

. Al4+z+22  1+22
= + . 3.124
a;e[IElll(gl,IO] /(@) 1+ 22 1+ 222 ( )

Sur l'intervalle [—10, 10], la fonction f ne comporte pas de difficultés particuliéres. Les numé-
rateurs et dénominateurs sont strictements positifs et de degrés faibles. Elle est représentée
sur la Figure 3.2.

FIGURE 3.2 — La fonction rationnelle objectif représentée sur I’ensemble [—10, 10].

Les deux méthodes renvoient un minimum global certifié en * = —1.421 avec pour valeur
objectif f* = 1.128. Les deux méthodes nécessitent de résoudre la cinquiéme relaxation pour
obtenir un certificat d’optimalité. Le temps de calcul est de 0.58 secondes pour la Program-
mation Rationnelle contre 0.74 secondes avec les Epigraphes Creux. A titre de comparaison le
logiciel BARON fournit la méme solution en 9 itérations. La trés légére différence de temps de
calcul n’est pas assez significative pour conclure en faveur de I'une ou 'autre méthode. Cepen-
dant, 'ordre de relaxation des Epigraphes Creux est fortement lié aux bornes imposées sur les
variables x et -, alors qu’il n’est pas nécessaire de borner la variable x dans la Programmation
Rationnelle. Par exemple, pour obtenir un certificat d’optimalité pour la solution calculée par
la méthode des Epigraphes Creux, il est nécessaire de fixer ces deux bornes & 20. Si cette borne
diminue alors ’ordre de relaxation diminue et inversement. Par exemple, il passe a 4 pour une
borne égale & 10. Nous vérifierons si cette tendance s’observe sur les exemples suivants.
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Exemple n°2 : Les polyndmes de Wilkinson. On cherche a résoudre le probléme d’opti-
misation suivant :

N
max > i) (3.125)
k=1

ol les fi sont des fonctions rationnelles, inspirées du polynéme de Wilkinson, définies par :

1
k+ x2’

Il

fr() Vk=1,...,N. (3.126)

La Figure 3.3 représente la fonction cotit pour N = 5.

FIGURE 3.3 — Fonction objectif du probléme de maximisation de Wilkinson pour N =5

Puisque :
1 1

— < JE—
k ~ k+ a2
il est facile de vérifier que, pour tout N > 1, 'unique solution théorique est atteinte en
x* =0 et vaut f* = 25:1 % Afin de tester un cas ol le degré résultant de la réduction au
méme dénominateur serait grand, nous fixons N = 20. Sans borner la variable z, la solution

VzeR, V1 <k <N, VN > 1, (3.127)

Tpp = 0 donnée par la Programmation Rationnelle, en 0.62 secondes, est certifice dés la
premiére relaxation. Pour le cas de la solution par Epigraphes Creux, avec une borne sur x
et v égale a 10, il faut résoudre la quatriéme relaxation pour avoir un résultat certifié. La
solution obtenue est 27~ = 0 en 2.2 secondes. A titre de comparaison, le logiciel BARON
fournit le résultat dés I’étape de pré-traitements. Cependant, si on remplace les inégalités par
des égalités dans les contraintes liées aux épigraphes :

Pr() < Weqr(z) — pr(z) = Yeqr(z)

le probléme reste équivalent au probléme initial. Ce remplacement permet de se ramener a
un comportement proche de la Programmation Rationnelle. Dans ce cas, pour une borne
sur x et v égale a 10, le résultat est certifié dés la premiére relaxation. On obtient alors la
solution %~ = 0 en 1.11 secondes. Outre la nécessité de borner le probléme, on retiendra
de cet exemple que la méthode des Epigraphes Creux se comporte mieux si on remplace
les inégalités par des égalités dans les contraintes liées aux épigraphes. Ainsi dans toute la
suite de cette étude, lorsque nous nous référerons & la résolution par Epigraphes Creux, nous
sous-entendrons que c’est celle (plus favorable a priori) avec des contraintes égalités.
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Exemple n°3 : fonction univariée a plusieurs minima locaux. En examinant attentive-
ment la formulation par Epigraphes Creux, on observe que nous avons di ajouter N nouvelles
contraintes égalités dans K. Comme nous l'avons remarqué dans ’exemple précédent, ces
contraintes peuvent, dans certains cas, désavantager la résolution par Epigraphes Creux. Par
ailleurs, la Programmation Rationnelle fait intervenir les polynémes dénominateurs ¢; dans
ses contraintes. Elle posséde donc des contraintes sur les moments plus complexes que celles
des Epigraphes Creux. Les deux font ainsi intervenir les polynémes ¢; dans leurs contraintes,
mais seule la formulation par Epigraphes Creux fait intervenir les polynémes numérateurs
p;. Ainsi, dans cet exemple nous cherchons a vérifier que si les polynémes p; sont de degrés
nuls, alors les deux approches sont équivalentes. C’était déja le cas dans I’exemple précédent,
mais la fonction coiit ne possédait qu’'un seul maximum local qui était aussi global. Dans cet
exemple, la fonction coiit posséde plusieurs minima locaux. Le probléme de minimisation est
défini de la maniére suivante :

10
i ! (3.128)
min .
z€[0,1] i1 (10:E — ak)2 + ¢k
avec .
a = (4,1,8,6,3,2,3,8,6,7)" (3.129)
¢ = (0.1,0.2,0.2,0.4,0.4,0.6,0.3,0.7,0.5,0.5) . (3.130)

La fonction cofit est représentée sur la Figure 3.4. La solution 2%, = 0.390 donnée par la

0o 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

FIGURE 3.4 — Fonction coiit du probléme (3.128) et, en vert, la solution obtenue par la
méthode de Programmation rationnelle

Programmation Rationnelle est certifiée a partir de la 5™€ relaxation. Elle est calculée en 2.98
secondes et vaut a l'objectif f* = —12.49. Pour le cas des Epigraphes Creux, avec une borne
sur les variables de relévement égale & 10, la solution n’est jamais certifiée pour des ordres
de relaxation raisonnables (c.-a-d. inférieurs a 10). Cependant, dés la premiére relaxation, et
bien que les conditions de rang ne soient pas satisfaites, une solution xgc = 0.400 valant
a lobjectif f* = —12.48 peut étre extraite. Le temps de calcul correspondant est de 2.58
secondes. A titre d’exemple, le logiciel BARON fournit la solution 2% = 0.39 en 7 itérations.
Nous pouvons donc conclure que, méme dans un cas qui semble I’avantager, la solution par
Epigraphes Creux ne certifie pas la solution globale. Dans un méme temps, la Programmation
Rationnelle garantit le minimum global.

Page 70



3.3. Reésultats numériques

Exemple n°4 : Exemple avec des degrés élevés Avec cet exemple, nous avons souhaité
augmenter plus significativement la complexité de la fonction colit & minimiser. Pour cela
nous considérons le probléme suivant :

% (T+a2)(k2+ 1422+ 2%) — (1+ ka?)(1 + 22 + 2k)

: 3.131
(1+ 22+ 2k)(1 4+ k? + 22 + 24) ( )

min
z€[—6,6]

k=1

La fonction est donc composée de 30 fractions rationnelles ayant chacune un numérateur de
degré 5 et un dénominateur de degré 6. On comprend, dés lors, que la réduction au méme
dénominateur va impliquer une explosion des degrés. La fonction colit de ce probléme est
représentée sur la Figure 3.5. Avec la Programmation Rationnelle, il faut calculer la
relaxation pour certifier la solution 2%, = —4.06 valant f5p = —14.1 a l'objectif. Le calcul

5iéme

s’effectue en 3.85 secondes. Avec les Epigraphes Creux, une solution peut étre extraite a partir
de la 41®™m¢ relaxation, mais ne peut étre certifiée (c.-a-d. conditions de rang non satisfaites)
pour des ordres raisonnables. Cette solution xpc = —2.66, calculée en 7.48 secondes vaut
fEc = —11.8 a l'objectif. Elle est donc nettement moins précise que celle obtenue via la
Programmation Rationnelle (cf 3.5). On peut donc affirmer que la résolution par Epigraphes
Creux échoue sur cet exemple. Comme nous ’avons souligné, ceci peut étre di aux degrés
élevés des polynoémes p; qui, dans ce cas, pénalisent la résolution par Epigraphes Creux. Par
ailleurs, on notera que le logiciel BARON fournit une solution identique & la programmation
rationnelle mais en 73074 itérations et dépasse le maximum de temps de calcul autorisé (1000
secondes). Ce probléme peut donc étre qualifié de difficile, soulignant ainsi la performance de
la Programmation Rationnelle.

2,

—10

—12

—14

FiGURE 3.5 — Fonction cotit du probléeme 1D & hauts degrés, la solution certifiée par la
méthode de Programmation Rationnelle (en vert) et la solution, non certifiée, extraite de la
méthode par Epigraphes Creux.
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Exemple n°5 : problémes a deux minima globaux Dans cet exemple nous avons voulu
tester le comportement des deux méthodes face & un probléme comportant deux minima
globaux. Le probléme testé est issu d’un probléme de triangulation & partir de deux vues
(cf [Hartley 2003, exemple 12.4(a)]). Il est formulé de la maniére suivante :

, z? (3x + 4)?
min .
ve[-4,6] 1+ 22 (22 +3)2 + (3z +4)2

(3.132)

Cette fonction rationnelle, repésentée sur la Figure 3.6, posséde 3 minima : 1 local et 2
globaux, dont un est relativement mal conditionné (c.-a-d. f varie de maniére importante
dans un petit voisinage autour de ce point). Avec la Programmation Rationnelle (PR), dés

14

0.6 |- a

| |
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5) 6

FIGURE 3.6 — Fonction cofit du probléme & deux minimia

la 1% relaxation, les solutions (Tpr1:TpRr2) = (—0.830,0.500) sont certifiées. Elles valent, &
I'objectif, fpp = 0.639 et sont calulées en 0.68 secondes. Avec les Epigraphes Creux (EC), on
obtient une solution certifi¢e a la 28 relaxation. Les solutions calculées sont (x*Eal, m*ECQ) =
(—0.830,0.480) et valent fr~ = 0.640 a l'objectif. Le temps de calcul correspondant est de
1.1 secondes. Bien que la solution par Epigraphes Creux résolve aussi le probléme, il semble
que la Programmation Rationnelle soit donc plus avantageuse sur cet exemple, car elle trouve
la solution & un ordre de relaxation moins élevé. Le logiciel BARON détecte les deux minima
au bout d’une itération. Afin de faciliter la lecture de ces résultats, nous les avons résumés
dans le tableau 3.1.

Méthode | =} x5 f* Temps (s) | Relaxation | Nb itérations
PR -0.830 | 0.500 | 0.639 | 0.68 1 N.A.L

EC -0.830 | 0.480 | 0.640 | 1.1 2 N.A.
BARON | -0.830 | 0.500 | 0.639 | N.A N.A. 1

TABLE 3.1 — Résultats obtenus pour le probléme & deux minima globaux

1. Non Applicable
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Exemple n°6 : probleme avec discontinuités Le but de cet exemple est d’étudier le com-
portement des deux approches sur une somme de fractions rationnelles avec des discontinuités.
Cet exemple est inspiré par la fonction coiit de triangulation car chaque fraction améne une
discontinuité différente des autres. Le probléme est donné par :

N
min
z€[0,1]

(k(N + 1)z)? + k(N + 1)z — k*
100((N + 1)z — k)2

(3.133)
k=1

Pour I’ensemble de l'expérience, on suppose que N = 5. Dans le cas de la Programmation
Rationnelle, la solution xpr = 0.800 peut étre extraite a la 3°™° relaxation. Elle vaut a
I'objectif 5, = —3.63. Le temps de calcul correspondant est de 0.8 secondes. Bien que les
conditions de rang ne permettent pas de certifier cette solution, on remarquera (cf. Figure 3.7)
qu’elle est trés proche du minimum global. Cependant, augmenter I'ordre de relaxation ne
permet pas d’améliorer la qualité de la solution. En effet, il semble que, plus on contraint le
probléme, plus il devient complexe a résoudre. Dans le cas de la formulation par Epigraphes
Creux, on peut extraire la solution %~ = 0.560 a la 3éme relaxation en 2.55 secondes. Mais
cette solution n’est pas dans le bon bassin d’attraction (cf. Figure 3.7). Cependant, selon
tous les tests que nous avons réalisés, augmenter 'ordre de relaxation ne permet pas de
passer dans le bon bassin d’attraction. Le logiciel BARON renvoie la solution x% = 0.451 qui
vaut fg,. = —1.43 en 6419 itérations. La solution x% n’est donc pas, elle non plus, dans le
bon bassin d’attraction. Ainsi, on constate que, sur cet exemple difficile, la Programmation
Rationnelle arrive & trouver une solution de bonne qualité.

35
30
25

20 -

15}

10 |-

FIGURE 3.7 — Solution calculée par la Programmation Rationnelle

Page 73



Chapitre 3. Optimisation globale via moments et polynémes positifs

3.3.2 Probléeme bivarié

Cet exemple constitue le pendant de '’exemple univarié a degrés élevés, mais en deux di-
mensions. Ainsi, le but de cet exemple est de vérifier que la méthode par Epigraphes Creux
est défavorisée lorsque les degrés des numérateurs sont élevés. Rappelons en effet que le nu-
mérateur n’intervient que dans la fonction cotit de la Programmation Rationnelle, et pas dans
ses contraintes comme c’est le cas pour les Epigraphes Creux. De plus, cet exemple posséde
plusieurs minima locaux et il est difficile de le résoudre par réduction au méme dénominateur.
Le probléme étudié dans ce paragraphe est donc le suivant :

N 2 2 2.2 4y 2\(..4 2
min Z (x+y)(k* + 2+ z°y* + y*) — (1 + ky*) (x* + y* + 2k)

(@y)e[-10,10]> /=) (x4 + y? + 2k) (k2 + 22 + 22y? + y*)

. (3.134)

La fonction est représentée graphiquement pour N valant respectivement 5 et 10 sur la Fi-
gure 3.8. Nous traitons ce probléme pour N = 10. Dans le cas de la Programmation Ration-

10

T
777

5 \ \Wm

!a;,-

-5

—10 )
-10 -5 0 S 10 10—10

FI1GURE 3.8 — Fonctions cotits et lignes niveau du probléme 2D a degrés élevés pour N = 5
N =10

nelle, la solution z}p = (—0.600, —2.20) est certifiée a la 6°™¢ relaxation en 3.19 secondes.
Elle vaut a l'objectif f5p = —6.28. Pour le cas de la solution via les Epigraphes Creux, la
solution n’est jamais certifiée pour des ordres de relaxation raisonnables. La meilleure so-
lution en termes de précision est obtenue & la 6°™° relaxation. Aprés extraction, elle vaut
e = (—0.580,—-2.09) et a pour valeur objectif fr» = —6.27. Ce résultat est donc trés
proche du précédent, cependant il est obtenu en 71.79 secondes. Ceci confirme donc que le
degré des numérateurs désavantage la résolution par Epigraphes Creux. Enfin, dans le but
de souligner que ce probléme est difficile, voici les résultats obtenus par le logiciel BARON :
la solution proposée est 3 = (—0.88,—3.03), valant & l'objectif fj; = —5.72 et calculée en

37147 itérations.
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Méthode | z7 x5 3 x) f* tps(s) | nb Mom. | nb Iter.
PR 0.192 | 0.190 | 0.123 | 0.135 | 3.10x10~* | 9.37 2310 N.A.
EC 0.197 | 0.207 | 0.163 | 0.059 | 0.010 4.12 1316 N.A.
BARON 0.193 | 0.190 | 0.123 | 0.136 | 3.07x10~* | N.A. | N.A. 2377
Théorique | 0.192 | 0.190 | 0.123 | 0.135 | 3.10x10~* | N.A. | N.A. N.A.

TABLE 3.2 — Résultats obtenus pour le probléme de Kowalik.

3.3.3 Probleme de Kowalik

Dans cet exemple, nous avons voulu tester un probléme de moindres carrés. Le probléme
considéré est défini par :

min i (ak __nd+aby) >2 (3.135)
zef0,42]" 121 (1 + x3by, + 2407)

avec !

a = (0.195 0.194 0.173 0.160 0.084 0.062 0.045 0.034 0.032 0.023 0.024)"
b o= (1/4 1/2 1 2 4 6 8 10 12 14 16) .

Cet exemple est un probléme académique pour lequel nous disposons du minimum global. 11
semble relativement simple puisqu’il n’a que 4 variables d’optimisation et les polynoémes p; et
g; sont de degré 2. La solution certifiée par la Programmation Rationnelle est obtenue a la
3%me relaxation. La meilleure solution par Epigraphes Creux est obtenue & la 2™ relaxation,
d’ott des temps de calcul moindres. Elle n’est cependant pas certifiée. Notons que pour les
Epigraphes Creux, la borne sur les variables de relévement est fixée & 1, de sorte que : %2 <
1, Vi = 1,...,11. En effet, en faisant varier cette borne de 0.021 a 2 par pas de 0.1, nous
avons constaté que les solutions obtenues ne gagnaient pas en précision. Le tableau (3.2)
récapitule les résultats obtenus par les deux méthodes ainsi que ceux proposés par le logiciel
BARON. On constate donc que la Programmation Rationnelle fournit exactement le minimum
global dans un temps raisonnable. Modulo de trés légers écarts qui pourraient étre corrigés
par une utilisation plus fine du logiciel, la solution proposée par BARON est, elle aussi, a
I'optimum global. On notera cependant un nombre d’itérations relativement élevé soulignant
la complexité du probléme. La solution fournie par les Epigraphes Creux semble éloignée
du minimum global. Cependant, aprés raffinage & I'aide d’'une méthode de Newton locale,
on obtient le minimum global attendu en 30 itérations. Donc cette solution semble, tout de
méme, dans le bon bassin d’attraction. Pour cet exemple, il nous a semblé intéressant de faire

apparaitre, dans le tableau (3.2), le nombre de moments traités dans chaque relaxation.

Méthode | nb contraintes de support | nb contraintes sur les moments | nb substitutions
(EC) 33 701 700
(PR) 11 351 0

De maniére plus précise, on a :

— Dans le cas des Epigraphes Creux, il y a 11 contraintes de localisation sur les x;, 11
sur les v; et 11 pour former ’épigraphe. Les 701 contraintes sur les moments sont
imposées par la prise en compte de la parcimonie de structure de ’épigraphe. Les 700
substitutions (c.-a-d. les remplacements de variables entre elles) sont fournies par les
égalités des sous-mesures entre elles (elles sont par exemple toutes égales a la premiére).

— Dans le cas de la Programmation Rationnelle, il y a seulement 11 contraintes de locali-
sation sur les x;. Les contraintes sur les moments représentent 1’égalité des mesures v;
entre elles.
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On constate donc que le nombre de moments est beaucoup plus faible pour la Programmation
Rationnelle que pour les Epigraphes Creux. Cependant, cette derniére méthode permet un
nombre trés important de substitutions et ainsi une diminution effective du nombre de la taille
des matrices de contraintes. Cette exemple souligne ainsi que les contraintes de support liées
a la formation des épigraphes jouent un réle défavorable dans les Epigraphes Creux qui n’est
pas compensé par un nombre trés important de substitutions. Ceci confirme donc la tendance
observée précédemment, & savoir que la formulation par Epigraphes Creux est moins précise
que la Programmation Rationnelle.

3.3.4 Exemple multivarié creux

Le but de cet exemple est de fournir un probléme contenant une parcimonie évidente et
dont on connait théoriquement le minimum global. Considérons la fonction définie par :

f:R" — R (3.136)

x ij(x)2 (3.137)

ot p; : R” — R. Par conséquent, si ¢, 'ensemble des zéros de f donné par :

Ry ={xeR" | gj(x)=0 Vj=1...m},

est non vide et si c € R}, alors :

arg min = arg max = Ry. 3.138
feRn /(@) §eR Z +C] / ( )

En effet, puisque pj(z)? + ¢; = ¢j(z)? >0 Vj=1...n,ona:
m
x) < Z cj = f(z*),¥Y(z,2*) e R" x R"
j=1

. Ceci nous permet donc de fabriquer des sommes de fonctions rationnelles & partir de poly-
nomes dont on connait les zéros. Considérons alors la fonction de Rosenbrock définie par :

fiR" — R (3.139)

n—1
x> > 100(in —27)? + (2 — 1)% (3.140)

i=1

On a donc que :
n—1 1
argmin f = argmax ={1,...,1}. (3.141)
zeR? zER™ ZZI 100 (a:Z_H — 1132)2 + (LUZ — 1)2 +1

Ainsi, la valeur optimale du probléme est :

ff=f1,...,1)=n—1. (3.142)

Ce probléme posséde un schéma de parcimonie structurée évident car les variables z; sont
décalées d’une fraction a ’autre. De plus ce schéma vérifie la propriété d’intersection cou-
rante. En effet, en choisissant la famille (/;);—1,...,—1 de variables définie par :

Ii = {xi,:ciﬂ}, Vi = 1,...,n—1, (3.143)

Page 76



3.3. Reésultats numériques

on a, pour tout k dans {1,...,n — 1}, la relation suivante :

k
(Ik-i-l N U Ij) = {x, Tpr1} 0 {21, .. o} = {7} © Tr1. (3.144)
j=1

Ainsi, comparons sur ce probléme la Programmation Rationnelle et les Epigraphes Creux
en tenant compte de cette parcimonie. Etudions tout d’abord le nombre total de moments et
le temps de calcul en fonction du nombre de variables. Pour cela, on effectue 50 résolutions
successives obtenues en faisant varier le nombre d’inconnues de 20 a 1000 variables par pas
de 20. Le nombre de moments est représenté sur la figure 3.9 et les temps de calcul sur la
Figure 3.10. Une constatation surprenante est que les temps de résolution semblent évoluer
linéairement avec le nombre de variables et donc le nombre de moments. Les temps de cal-
cul moindres pour la Programmation Rationnelle peuvent s’expliquer par le fait que les p;
sont de degré nul. Analysons maintenant les précisions des solutions obtenues. Tout d’abord,
notons que nous ne comparons que les résultats obtenus & la 1™ relaxation car, celle-ci suf-
fit pour un grand nombre de cas a obtenir un certificat d’optimalité global de la solutions.
De plus, il devient trés couteux de résoudre les relaxations d’ordre supérieur en temps des
temps de calcul raisonnables car, méme en prenant en compte le schéma de parcimonie, les
relaxations augmentent trés vite en taille. la Programmation Rationnelle a toujours certi-
fié les solutions, sauf pour N = 760 et N = 780. Mais pour ces valeurs, les valeurs de la
fonction objectif sont tout de méme égales & la valeur théorique f*. Bien que les valeurs a
I’objectif soient trés proches de f*, les Epigraphes Creux n’ont pas certifié les solutions pour
N = 340, 420, 550, 600, 620, 680, 700, 800, 820, 880, 920, 1000.

Ensuite, nous avons tracé les erreurs ||2* — 2pp| et ||2* — %] en fonction de N sur

= fapR)l 1 = F@he)

* *

la figure 3.11, puis les erreurs en fonction de N sur la Fi-

gure 3.12. On remarque que les résultats obtenus par les Epigraphes Creux sont plus précis
que ceux obtenus par la Programmation Rationnelle. Ceci provient de la borne imposée sur
les v; qui, si elle est correctement fixée (ce qui est souvent difficile), apporte une information
supplémentaire aux Epigraphes Creux. Nous avons aussi traité cet exemple avec le logiciel
BARON. Cependant, celui-ci est clairement désavantagé car il ne tient pas compte de la par-
cimonie des variables. Les résultats qu’obtient cet algorithme ne nous permettent donc pas
de pouvoir effectuer une comparaison. A titre informatif, on mentionnera seulement que BA-
RON obtient la solution théorique jusqu’a N = 120 en 7426 itérations et atteint son temps de
calcul maximal alloué. Pour des valeurs supérieures, BARON ne trouve pas de solutions. Pour
résumer, en présence d’un schéma de parcimonie, les deux formulations donnent des résultats
satisfaisants, mais la Programmation Rationnelle est plus robuste et plus rapide que les Epi-
graphes Creux. Cette derniére méthode s’avére cependant plus précise lorsque les bornes sur
les variables de relévement sont correctement fixées. On conclura donc que la prise en compte
de la parcimonie permet aux deux méthodes de résoudre des problémes de grande taille, avec
un léger avantage cependant pour la Programmation Rationnelle.
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FIGURE 3.9 — Nombre de moments en fonction du nombre de variables
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FIGURE 3.10 — Temps de calcul (secondes) en fonction du nombre de variables
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0 L | L~ ! [
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FI1GURE 3.11 — Ecart sur 'optimum en fonction du nombre de variables
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FIGURE 3.12 — Ecart relatif a la valeur objectif pour les deux méthodes en fonction du nombre
de variables
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3.3.5 Fonctions de Shekel

La fonction de Shekel est une fonction cott rationnelle [Bersini 1996] définie théoriquement
par :

m
1
in  — , 3.145
in - —= (3.145)

Slet ) (x5 - aiy)?
j=1

o A = (ai;)ij € R"*™ et ¢ = (¢;) € R™. Dans ce paragraphe, nous allons étudier deux types
de fonctions de Shekel pour lesquelles le minimum global est connu.

Test n°1.  Pour cet exemple, on utilise :

4 4 4 4

1 1 1 1

8 8 8 8

6 6 6 6

3 7 3 7
A = 5 9 9 9 (3.146)

5 o5 3 3

8 1 8 1

6 2 6 2

7 36 7 3.6

et

c = <0.1 02 0.2 04 04 06 03 0.7 0.5 0.5). (3.147)

Ce probléme a donc 4 variables d’optimisation et 10 fractions rationnelles. Les résultats théo-
riques pour cette fonction sont disponibles dans [Ali 2005|. Ainsi, pour n = 5,7, 10, le mini-
mum global est * = (4,4,4,4) . En tracant la fonction pour les deux premiéres variables, on
remarque que la fonction posséde plusieurs minima locaux et un minimum global au voisinage
duquel la fonction cofit subit de rapides changements de valeurs. Entre ces minima, le gradient
de le fonction cotlit a des variations presque nulles. La figure 3.13 représente cette fonction
de Shekel et ses lignes de niveau. La solution par Epigraphes Creux n’a pas donné, sur cet

FIGURE 3.13 — Fonction de Shekel et lignes de niveau pour les deux premiéres variables dans
le domaine [0, 10] x [0, 10]
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M | Méthode | z7 | x5 | a5 |z} | f(z*) | Tps (s) | Relaxations | nb iter.
) PR 4.00 | 4.00 | 4.00 | 4.00 | -10.1 | 20.6 4 N.A.
BARON 4.00 | 4.00 | 4.00 | 4.00 | -10.1 | N.A. N.A. 7
Théorique | 4.00 | 4.00 | 4.00 | 4.00 | -10.1 | N.A. N.A. N.A.

7 | PR 4.00 | 4.00 | 3.99 | 4.00 | -10.4 | 256.8 4 N.A.
BARON 4.00 | 4.00 | 4.00 | 3.99 | -10.4 | N.A. N.A. 11
Théorique | 4.00 | 4.00 | 4.00 | 4.00 | -10.4 | N.A. N.A. N.A.

10 | PR 400 | 4.00 | 3.99 [ 4.00 | -10.5 | 2506.6 | 5 N.A.
BARON | 4.00 | 4.00 | 4.00 | 3.99 | -10.5 | N.A. | N.A. 81
Théorique | 4.00 | 4.00 | 4.00 | 4.00 | -10.5 | N.A. N.A. N.A.

TABLE 3.3 — Résultats obtenus pour la premiére fonction de Shekel.

exemple, de résultats exploitables car les premiéres relaxations n’ont pas permis d’extraire
des solutions exploitables. Dans le cas de le Programmation Rationnelle, toutes les solutions
sont certifiées. L’ensemble des résultats obtenus est détaillé dans le tableau 3.3. On remarque
que la Programmation Rationnelle fournit 'optimum global théorique. Cependant, ses temps
de calcul explosent avec 'augmentation de I'ordre de relaxation. Un phénomeéne similaire est
observé avec le logiciel BARON pour lequel le nombre d’itérations augmente significativement.
Nous concluons donc que, malgré des temps de calcul importants, nous avons mis en avant
un exemple ot la Programmation Rationnelle apporte des résultats satisfaisants tandis que
les Epigraphes Creux s’avérent inopérants.

Test n°2. Dans ce deuxiéme exemple, on considére la matrice A et le vecteur ¢ donnés dans
I’annexe E. Ce probléme posséde 10 variables d’optimisation et 30 fractions rationnelles. Les
résultats théoriques pour ce cas sont disponibles dans [Ali 2005]. En tragant le cas n = 2,
on remarque que la fonction posséde plusieurs minima locaux et un minimum global autour
duquel la fonction objectif varie de maniére importante. La figure 3.14 représente cette fonction
de Shekel et ses lignes de niveau.

\\\ 4 ’I"
N I'.'!!

A ."I':"”

FIGURE 3.14 — Fonction de Shekel et lignes de niveau pour les deux premiéres variables dans
le domaine [0, 10] x [0, 10]

Seule la Programmation Rationnelle a fourni des résultats pour ce probléme, car le trop
grand nombre de variables et de fractions ne permet pas aux Epigraphes Creux de calculer
une solution en des temps raisonnables. En effet, les premiéres relaxations n’ont pu renvoyer
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de solutions exploitables et les autres se sont avérées trop gourmandes en temps de calcul.
Pour la Programmation Rationnelle, la solution :

x* = (8.02 9.15 5.11 7.62 4.56 4.77 2.99 6.12 0.734 4.98)T

valant f(z*) = —10.2 & I'objectif, est certifiée & la 2°™° relaxation en 239 secondes. Le logiciel
BARON fournit la méme solution en 165187 itérations et atteint le maximum de temps de cal-
cul alloué. Ces deux méthodes atteignent I'optimum global donné par [Ali 2005]. On constate
donc que la Programmation Rationnelle fonctionne avec succés sur ce cas complexe tandis
que les Epigraphes Creux se sont avérés, comme pour I’exemple précédent, inutilisables.

3.3.6 Bilan

A Taide d’exemples simples, nous avons montré que la méthode de Programmation Ra-
tionnelle pouvait étre appliquée avec succés sur plusieurs problémes. Ces exemples ont aussi
montré que la méthode des Epigraphes Creux était plus complexe & mettre en ceuvre. Cette
tendance s’est confirmée sur les exemples issus de la communauté d’optimisation globale. En-
fin, bien que ce point mérite d’étre approfondi, on notera que la méthode de Programmation
Rationnelle peut favorablement se comparer avec une méthode reconnue du domaine.

3.4 Conclusion

Aprés avoir rappelé quelques principes de la théorie de la mesure, nous avons commencé ce
chapitre par une introduction a l’optimisation polynomiale via la théorie des moments. Nous
avons ensuite exposé notre contribution qui consiste a étendre la théorie précédente au cas
de la minimisation d’une somme de fractions rationnelles. Cette extension a pu étre réalisée
au moyen de deux méthodes : les Epigraphes Creux et la Programmation Rationnelle. Pour
chacune des deux méthodes, nous avons prouvé ’équivalence avec le probléme original ainsi
que la convergence de la suite de solutions issue de la hiérarchie SDP associée vers la solution
du probléme initial. Enfin, nous avons testé les deux approches sur plusieurs problémes tests.
Ces tests ont souligné le net avantage de la Programmation Rationnelle au détriment des
Epigraphe Creux. Nous concluons donc que la Programmation Rationnelle est la meilleure
des deux méthodes pour résoudre globalement la minimisation, sous contraintes, d’'une somme
de fractions rationnelles. C’est cette méthode qui sera donc utilisée pour nos applications en
vision artificielle.
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Le but de ce chapitre est de présenter les applications des techniques d’optimisation po-
lynomiale et rationnelle vues dans le chapitre précédent. Rappelons que ces techniques per-
mettent de certifier numériquement un ou plusieurs minima globaux. Dans la premiére ap-
plication nous appliquerons la technique de minimisation polynomiale sur le probléme de
minimisation des distorsions projectives induites par des homographies de rectification. Pour
mettre en ccuvre cette méthode, il est nécessaire de disposer d’un critére polynomial ou ration-
nel dont on peut extraire les racines avec une précision numeérique suffisante. Ainsi, aprés une
discussion sur les critéres de minimisation existants, nous proposerons une série de nouvelles
fonctions objectifs s’exprimant comme une somme de polynémes ou de fractions rationnelles.
Puis, sur plusieurs séries de tests, nous départagerons ces critéres a l'aide de 'optimisation
polynomiale.

L’autre avantage de la méthode de minimisation polynomiale est de pouvoir s’affranchir
d’une estimée initiale. Ce point revét un intérét particulier car, lorsque les contraintes sont
fortement non linéaires, il est aussi difficile de trouver un point dans le domaine des contraintes
K que de résoudre le probléme 1321}1{1 f(x) lui-méme. Cette limitation fait que, pour un grand

nombre de problémes rencontrés en vision par ordinateur, on préfére minimiser la fonction
colit sans contrainte, puis projeter, lorsque cela est possible, sur K. Cependant, ce processus
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n’est concevable en pratique que si on peut projeter * sur K par une suite de manipulations
algébriques simples et rapides (p. ex. diagonalisation, décomposition en valeurs singuliéres...).
L’archétype de ce type de probléme est I'estimation de la matrice fondamentale que nous
détaillerons dans le §4.1.4. Bien que plusieurs applications de 'optimisation polynomiale sur
ce probléme ont déja été réalisées, nous montrerons comment réaliser une mise en ceuvre plus
adéquate de cette technique. Enfin, nous comparerons les résultats obtenus sur des cas tests
réels et simulés. Afin de réaliser cette comparaison, nous proposerons une procédure d’évalua-
tion basée sur la qualité de la reconstruction 3D.

L’objet de la derniére application concerne la reconstruction 3D multivues. Le but de
I’étape de reconstruction 3D est de déterminer les coordonnées, dans un repére donné, de
chaque point d’un nuage 3D. Mathématiquement, ce probléme est un probléme d’estimation
au sens des moindres carrés & trois inconnues. Chaque résidu est une fraction rationnelle
dont le degré est lié¢ a la modélisation utilisée. Pour notre application, nous utiliserons deux
modélisations différentes. La premiére ne tient pas compte des distorsions liées a 'objectif de
la caméra. Il résulte que les degrés des numérateurs et des dénominateurs de ses résidus sont
égaux a 2. Dans la deuxiéme application, qui prend en compte de telles distorsions, les résidus
ont des numérateurs et des dénominateurs de degrés égaux a 6. Pour ces deux problémes,
nous testerons la méthode de Programmation Rationnelle sur des cas réels et simulés.

4.1 Applications de I'optimisation polynomiale

4.1.1 Rappels de géométrie projective

L’objectif de ce paragraphe est de rappeler les fondements de la géométrie épipolaire ainsi
que le principe de calcul de la matrice fondamentale et de la rectification d’images.

4.1.1.1 Géométrie épipolaire

La géométrie épipolaire définit la géométrie entre deux caméras issues d’'un banc stéréo-
scopique ou entre deux positions d’une caméra mobile. Nous définissons ainsi, sans perte de
généralité, la géométrie épipolaire comme la géométrie entre deux caméras de centre optique
C et C' fournissant une paire d’images notée Z et Z’. Notons que dans le reste de ce do-
cument, Z et Z’ feront aussi bien référence aux images elles-mémes qu’au plan de espace
projectif qui les supporte. Comme le montre la figure 4.1, lorsqu’un point Q de la scéne est
visible simultanément par les deux caméras, il se projette dans les images Z et 7' en deux
points notés respectivement q et q’. En outre, les points Q, C et C’ définissent un plan dans
I'espace 3D appelé plan épipolaire et noté P. I'intersection entre P et 'image Z (resp. Z')
définit une ligne Iy (resp. Iy) dans Z (resp .Z'), appelée ligne épipolaire gauche (resp. ligne
épipolaire droite). Ainsi, par construction, on constate que q doit appartenir a la ligne épi-
polaire gauche |y et g’ & la ligne épipolaire droite Ia. Cette contrainte particuliére est appelée
contrainte épipolaire : pour tout point q dans I'image Z, son stéréo-correspondant q’ dans
7’ doit appartenir a Ig, la ligne épipolaire associée a q. Inversement, q doit appartenir a |y, la
ligne épipolaire associée a q'. Ces relations sont décrites algébriquement par les équations :

qely = q/Tlf1| =0 (4.1)
qely = q'ly =0. (4.2)

Le point clé de la géométrie épipolaire repose sur le fait que la relation entre les coordonnées
rétiniennes d’'un point q de Z et sa ligne épipolaire correspondante Ia dans 7' est linéaire
dans I'espace projectif P2. Par conséquent, cette correspondance peut étre représentée par
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FIGURE 4.1 — Relations géométriques entre deux caméras sténopé (pinhole en anglais)

une application linéaire de P? dans P?, c¢’est-a-dire une matrice 3 x 3 appelée matrice fon-
damentale, notée F, et telle que :

I = Fq. (4.3)
De facon symétrique, F T décrit la correspondance entre un point q’ de Z’ et la ligne épipolaire
associée Iy dans 7', de sorte que :

ly = F'q. (4.4)

Ainsi, en substituant (4.3) dans les contraintes épipolaires (4.1), on obtient la formulation
matricielle de la contrainte épipolaire :

q'Fq = 0. (4.5)

Les épipoles e (épipole droit) et ¢’ (épipole gauche) sont des points particuliers de Z et Z
vérifiant les équations suivantes :

Fe = F'e = Op. (4.6)

Géométriquement, e (resp. €') est le point d’intersection du faisceau de droites formé par les
lignes épipolaires | (resp. Iy) lorsque g’ (resp. q) décrit Z' (resp. Z). Ils impliquent donc que
le rang de F est inférieur ou égal a 2. Il est cependant considéré, en pratique, comme étant
égal & 2. En outre, puisque F est définie comme une application linéaire de P? dans P?, elle est
déterminée a un facteur prés. En additionnant la contrainte de rang & cette derniére remarque,
on conclut que F ne dépend, sous son paramétrage minimal, que de sept coefficients. Pour
plus de détails sur la géométrie épipolaire et la matrice fondamentale, le lecteur pourra se
référer a [Hartley 2003].

4.1.1.2 Rectification d’images

La rectification d’image est une étape importante en stéréovision car elle autorise un gain
de rapidité lors de la recherche de stéréo-correspondants. En effet, aprés rectification, la re-
cherche de points appariés se fait le long de droites épipolaires horizontales, communes aux
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deux images. Les méthodes de rectification que nous étudions dans ce document sont fondées
sur la connaissance a priori de la géométrie épipolaire. Sous cette hypothése, la rectifica-
tion d’image peut étre vue comme un processus visant a transformer la géométrie épipolaire
standard (4.1) en une géométrie particuliére. Dans cette géométrie les lignes épipolaires sont
paralléles avec I’axe horizontal de I'image (cf. Figure 4.2). La matrice fondamentale F( corres-

FIGURE 4.2 — Opération de rectification

pondant & cette géométrie, appelée matrice fondamentale rectifiée, est alors de la forme :

0 0
0 -1 (4.7)
1 0

Y

Fo

o O O

En pratique, ce passage d’une géométrie épipolaire & une autre est accompli en appliquant
aux images Z et Z' des homographies H et H' dont le role consiste a projeter les épipoles e
et ¢ a 'infini. Plus précisément, H et H' transforment les points originaux q et q’ de Z et 7’
en deux points q et q' des images rectifiées Z et Z’ par :
4 = Hq (4.8)
a'/ — H/q/
Ainsi, en exprimant (4.5) dans la géomeétrie rectifiée, il vient :
§"Fod =q HTFoHq =0, (4.10)
—_——
=F

ce qui conduit & la factorisation :
F = H'F,H. (4.11)

F étant supposée connue, les homographies satisfaisant (4.11) sont appelées des homogra-
phies compatibles. Le but de la rectification consiste donc & déterminer les coefficients de
ces homographies de sorte que les déformations entre images originales et rectifiées soient les
plus petites possible.
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4.1.2 Minimisation des distorsions projectives
4.1.2.1 Etat de I'art

Comme nous 'avons vu, 'objectif de la rectification est de calculer une paire de transfor-
mations projectives, H et H' dont les coefficients, calculés & partir de la connaissance de la
géométrie épipolaire, maximisent les similitudes entre images originales et images rectifiées.
Cependant, ces homographies ne sont pas uniques et plusieurs approches existent dans la litté-
rature. Les solutions actuelles s’articulent autour de deux étapes : ’extraction d’homographies
H et H' particuliéres & partir de la matrice fondamentale F et la minimisation des déforma-
tions projectives induites par celles-ci. Les approches proposées [Devernay 1997, Loop 1999,
Hartley 1999, Gluckman 2001, Mallon 2005] différent alors en fonction de la maniére dont
sont extraites les homographies ainsi que des manipulations qui leurs sont appliquées afin de
minimiser les distorsions. L’étape d’extraction joue un role clé car c’est elle qui va déterminer
la structure de H et H', et, par conséquent, le type de manipulations qu’il est possible de
leur appliquer. Cependant cette étape est assujettie & deux contraintes. D’une part, H et H’
doivent nécessairement envoyer les épipoles e et € a 'infini. C’est la contrainte dite de pro-
jection. D’autre part, les homographies doivent vérifier I’équation (4.11). C’est la contrainte
dite de compatibilité. Notons que, en raison de la forme de Fg, cette derniére équation ne
porte que sur les deux derniéres lignes de H et H' et laisse donc la premiére indéterminée. On
voit alors apparaitre la dichotomie qui va séparer les deux grandes catégories de méthodes.
Dans la premiére classe de méthodes dites symétriques, H et H' ont la méme forme, assu-
rant & la fois la contrainte de projection et celle de compatibilité. Dans la deuxiéme classe de
méthodes, dites non symétriques, la forme de H (resp. H') est fixée de maniére a garantir la
contrainte de projection et celle de H' (resp. H) est déduite de H (resp. H') via la contrainte
de compatibilité. Cependant, ces deux familles ont un point commun : I'utilisation des coeffi-
cients de la premiére ligne laissés libres par (4.11) comme des paramétres d’optimisation afin
de minimiser les déformations induites par H et H'.

Les méthodes symétriques. Les deux approches les plus classiques rencontrées dans cette
catégorie sont la méthode de Loop et Zang [Loop 1999] et celle de Devernay |Devernay 1997].
La premiére résulte d'une démarche géométrique : H et H' sont fixées comme étant des com-
positions de transformations jouant un réle précis. Ainsi, pour cette technique, H s’écrit :

i1 iy 0 1 hip 0 10 0
0 0 1 0 0 1 W, WP, 1
AH, AH, tH,

ol
— H,, est une matrice, dite de projection, qui déplace I’épipole e & I'infini
— H, est une matrice, dite de similarité, dont le réle consiste & aligner les droites épi-
polaires des deux images pour les rendre colinéaires.
— Hj est une matrice dite de cisaillement (shearing en anglais) qui permet la mini-
misation des déformations (situées principalement sur I’axe des abscisses) générées par
H,.
A T'exception de H,,, tous les coefficients de chaque matrice sont déterminés par des formules
algébriques ou interviennent les paramétres de F ainsi que la taille de 'image rectifiée. Les
parameétres hj; et hi, sont, quant a eux, déterminés a l'aide de la méthode des régions de
confiance (cf. Algorithme 5). La méthode étant symétrique, H' est calculée de maniére ana-
logue & I'aide des matrices Hj,, H, et H de forme identique & H,, H, et H,. Notons que la

Page 87



Chapitre 4. Application a la vision multivues

contrainte de compatibilité est garantie par les matrices H, et H,. qui, bien qu’ayant la méme
forme, ont des coefficients liés par (4.11).

La deuxiéme méthode [Devernay 1997] est basée sur une approche plus mathématique
puisqu’elle découle directement d’une décomposition en valeurs singuliéres de F. Cette der-
niére matrice étant de rang 2, une de ses valeurs singuliéres est nécessairement nulle. Apreés
normalisation par la plus grande des deux valeurs singuliéres restantes, on peut montrer que :

00 0 el
F = (¢ uw w)[ 010 vi (4.13)
00 o vy
(4.14)
00 0 el
e F = (€ u ou )|l 00 -1 Jovy (4.15)
A;/T “\0 1 0 —v{
-0 —

A

Hyp

ol 0 € R et e et ¢ sont les épipoles de Z et Z’. Par construction, Hy et H{, vérifient donc
les contraintes de projection et de compatibilité. Il est ensuite possible de composer Hy et Hj,
avec des matrices

a1 b1 a az b2 c2
T=| 0 e f et T'=| 0 e f (4.16)
0 h 1 0 h i

de sorte que THy et T'H{, vérifient toujours la contrainte de compatibilité. Les coefficients
de T et T’ sont alors minimisés afin de réduire les déformations des images rectifiées.

Les méthodes non symétriques. Cette catégorie est essentiellement composée des diffé-
rentes déclinaisons de la méthode proposée dans [Hartley 1999]. Comme la méthode de Loop
et Zang, elle est basée sur une décomposition géométrique de H visant d’abord & satisfaire
la contrainte de projection :

H = GRJ[t] (4.17)

X

ou
— G est une matrice qui déplace un épipole € se trouvant sur I’axe horizontal (c.-a-d. de
coordonnées (e,,0,1)") a l'infini (i.e en (e,,0,0)")

— R est une matrice de rotation et [t], une matrice de translation dont la composée

X
ameéne ’épipole e sur 'axe des abscisses : R[t], e = €.

H’ est ensuite déduite de H via la minimisation d'un critére non-linéaire ayant pour but de
garantir la contrainte de compatibilité. Une contribution importante de cette méthode réside
dans lintroduction d’un outil théorique permettant de contréler localement la création et
la destruction de pixels. Cet outil est le jacobien de la transformation induite par H. Cette
transformation, notée fy, associe un pixel de I'image initiale q & un pixel q de I'image rectifiée.
Elle est définie par :

fg: R? — R2 (4.18)

)

ou V¥, est 'opérateur de projection canonique de P dans R" :

U, P" ~ R» (4.19)
(21,...,20,8) — (ﬂ,...,x—n)T.
s s
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Par conséquent, dans un voisinage Vq de q, on a :

Ifex(a + h) = fa(a)]| < [[Ja()[[-Ih[] ¥V heVy (4.20)

ot || || est la norme d’opérateur matriciel. Ainsi, on constate que controler [|Je(q)|| permet
de contréler ’accroissement de fig et donc localement la création et la destruction de pixels.
En outre, remarquons qu’une transformation rigide, c’est-a-dire la composée d’une rotation
et d'une translation, ne crée ou ne supprime localement aucun pixel. En combinant ces deux
arguments, on comprend que le but de ces méthodes consiste & faire en sorte que H et H' soient
les plus proches possibles d’une transformation rigide en imposant des contraintes numériques
sur la norme de leurs jacobiens. Ce contrdle, comme nous le détaillerons dans la suite, se fait
au moyen des parameétres laissés libres par (4.11). Ainsi, dans [Hartley 1999], seul Jg(q) doit
étre contraint afin d’éviter des distorsions dans l'image rectifiée. Le développement de cette
méthode, proposée dans |Gluckman 2001] et reprise dans [Mallon 2005], consiste a directement
fixer H comme une projection de e (et non de €) a l'infini :

e
1 0 0 ha1 = —el
H £ | hyy 1 0| avec L (4.21)
h31 0 1 h31 = -
ey
Puisque (4.11) laisse libre la premiére ligne de H', on a :
1 0 0
H 2 | by hh  h |- (4.22)
s Mmoo hag

Ensuite, en substituant (4.21) et (4.22) dans la contrainte de compatibilité (4.11), on obtient :

hathy — haihy, 51 —hy fu fiz fi3
ha1hby — ha1hl, b —hhy | = far fo2 fo3 (4.23)
ha1 s — hsihl, - —hlys far fa2  f33

ou les f;; sont les coefficients de la matrice fondamentale F. On remarque alors que les
parameétres h;j s’expriment directement en fonction des f;;. Mais, dans I’hypothese fortement
probable ou les valeurs de F sont perturbées (en raison d’appariements entachés d’erreurs), il
est plus judicieux de calculer une solution de (4.23) au sens des moindres carrés. Ainsi, (4.23)
est transformée en un systéme linéaire AX = 0 ou le vecteur d’inconnues X est formé par les
parameétres hg]—. On obtient ensuite, par un algorithme classique de résolution numérique (p.e.
Décomposition en Valeurs Singuliéres ou D.V.S.), une matrice H' vérifiant exactement la
contrainte de compatibilité. Reprenant 1'idée vue dans la méthode de Loop et Zang, H et
H’ sont composées avec des matrices de cisaillement :

L e e 0 . aj; a0
A=| 0 1 0 A= 0 1 0 (4.24)
0 0 1 0 0 1

afin de minimiser les déformations projectives qu’elles induisent. La méthode s’achéve alors
!/
ijo
. A A . - .
et Jy  des matrices H, = AH et H/, = A'H'. Ces contraintes numériques sont, en pratique,
a'

en imposant, via les parametres a;; et a;;, des contraintes numériques sur les jacobiens Jg,

imposées au moyen d’un probléme de minimisation. Selon la zone & rectifier, un ensemble
de 2n points, dits de controle et noté (qi,q;)i—1..n, est choisi dans Z x Z'. Puis, on maitrise
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simultanément la création et la perte de pixels dans les voisinages de ces points en résolvant
les problémes :

min 3’ (0, () (4.25)
i=1

min ), C(Jgr, (a7)) (4.26)
i=1

avec C un critére permettant de contréler la norme d’opérateur des jacobiens. Il est important
de remarquer que ces deux problémes n’ont pas la méme complexité car H, est plus dense
que H,. Cette technique est résumée sous forme de diagramme sur la figure 4.3.

Minimisation des distorsions

K Resolution de \> mcjnzlc(‘]ﬂa (9i)) /
i H/TFOH =F 3 i J 3
l par une D.V.S X - ~ N |
| / L min ' C(Jp, (q;))\ ;
| 1 =t ) :
Lle, e H | H/a’ W H:l,* :
%%/ ) |

FI1GURE 4.3 — Diagramme récapitulatif des méthodes non-symétriques de type Mallon

4.1.2.2 Critéres de minimisation

Aprés une présentation du critére étudié dans [Mallon 2005], nous proposons dans les
paragraphes suivants plusieurs critéres polynomiaux et rationnels permettant de controler la
rigidité des déformations induites par les homographies de rectification. Par souci de lisibilité,
nous adopterons pour la suite du document les terminologies suivantes : les jacobiens Jg, (q;)
et Ja, (q;) seront notés :

A | Jin iz o |3
Ji = { e } et J. = { 12 } (4.27)
J21 J22 Jo1 J22

Enfin, C étant le méme dans les problémes (4.25) et (4.26), nous ne définirons nos nouveaux
critéres que pour J;.

Critéres existants. Le premier critére, initialement introduit dans [Hartley 1999] puis re-
pris dans |Gluckman 2001], est défini comme étant égal au déterminant de J; et s’écrit :
det(J;) = ji1joz — jizj21- Cependant, en prenant par exemple ji; = 4,jo2 = %,jlz = 3 et
jo1 = %, on peut aisément constater qu’il est possible que det(J;) =1 Vi = 1...n, alors méme
que la transformation projective H crée ou détruit localement des pixels. Le déterminant seul
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n’impose donc pas suffisamment de contraintes pour obliger H & étre proche d’une transfor-
mation rigide. Puisque toute transformation rigide a ses valeurs singuliéres égales a 1, il est
proposé dans [Mallon 2005] d’imposer a la place du déterminant que :

o1(Ji) =02(J;) =1 (4.28)

ou o1 (J;) et o2 (J;) sont les valeurs singuliéres de J;. Le critére Cps est donc dans ce cas défini
par :

Cu(Ji) = (o1 (J) =12+ (09 (J;) — 1)%. (4.29)

Cependant, les auteurs n’explicitent pas algébriquement ce critére. Ceci les conduit alors & ne
minimiser ce dernier qu’avec la méthode sans dérivées de Nelder-Mead, initialisée & partir de
a=(1,0)T.

Nouveaux critéres équivalents. Le premier critére que nous proposons est basé sur 1’écri-
ture algébrique de Cps. En effet, le polynéme caractéristique de JZ-TJi est donné par :

Xyr5,(8) = s% —tr (J] J;)s + det(J] J;) (4.30)
= 52— || Ji||%s + det(J;)? (4.31)
(4.32)

Puisque o7 (J;) et o2 (J;) sont les racines de x;r;,, on a:

1Jill% + VA il 7 = VA

o1 (Jz) = — " et o2 (Jz) = , (433)
2 2
avec :
Ay 2 (|75 — 4det(1;)?
.2 .2 \2 .2 22 \2 .. N .. .. \2 (4'34)
= (11 —J22)7 + (12 —J20)° + 2(1udaz +Jarde2)” + 2(anjoz + jizjer)”.
Par conséquent :
1
(01 (Ji) = 1)* + (02 (Ji) = 1)* = 5 (A + (I1ill —2)?) - (4.35)
Ainsi, nous définissons notre premier critére C1, de degré 4 en a, par :
Ci(li) = A+ (|33 —2)2 (4.36)
Observons qu’une autre fagon de satisfaire (4.28) consiste a vérifier le systéme :
o1 (Ji)op (J)? =1
5 5 . (4.37)
o1 (Jz) + 09 (JZ) =2
Or ce systéme se ré-écrit :
det(J;)? =1
(i : (4.38)
[l = 2

Par conséquent, en reformulant ce systéme comme un probléme de minimisation, nous défi-
nissons notre second critére Cy, de degré 4 en a, par :

Co(J;) 2 (det(J)2—1)+ (| Jill% - 2)°. (4.39)
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Nouveaux critéres relaxés. Les critéres précédents ont été proposés en raisonnant uni-
quement sur la forme générale de J; et J;. Mais, en utilisant leurs formes particuliéres, nous
verrons que ces critéres sont sur-déterminés et qu’il est possible de les relaxer. La premiére
étape consiste donc a écrire explicitement J; et J.. Selon (4.18) et (4.24), fg, et fH; . sont
données par :

(all + alghgl)u + a12v

hgiu +1
fa, (u,v) = ) (4.40)
21U + UV

hsiu + 1

et

(ahy + ajohy)u’ + ajphisv”
o () hi ' + hiyv' + hig )
Rt hit! + hhov! + hlyg
h u’ + hiyv" + hiq

Ainsi, leurs Jacobiennes évaluées aux points de controle s’écrivent :

ail + aia12 a1 Ny + pialy  vials — &aly
B Bi p? p?
Ji = et J, = (4.42)
L 1 Ai Vi
B Bi P pi
avec :

a; = ho1 —vihsz
Bi = haiu; +1
Ai = (Pl — Ry Ry )vj + (hoy higg — Ry his)
i = hioul + hig (4.43)
vi = (hohis — Royghly) — (o hiy — iy hig)uj
& = hyu;
pi = hyui+ hyyvi + .

Par conséquent, on remarque que les derniéres lignes de J; et J; sont constantes. A la lumiére
de ce résultat, analysons plus finement le critére C;. Il est défini par la somme de deux termes
positifs A; et (||J;||*> — 2)2. Leur role respectif est d’assurer, a l'optimum, d’une part que
o1 (J;) = o2 (J;) et d’autre part que o1 (J;) ou o9 (J;) soit égal & 1. Développons la condition
o1 (J;) = o2 (J;) a laide de I'écriture analytique de J; et J :

A; =0
i1 =5
< J'%z = j§1 (4-44)

Ji1Ji2 +Jj21j21 =0
Ji1j21 +J12j22 = 0

ot 2, = L (4.45)

B

2
= Ji1 =

TR [0

1
532
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Ainsi, di au fait que les derniéres lignes de J; et J; sont constantes, si o1 (J;) = o2 (J;) alors
leurs valeurs sont nécessairement fixées par :

2 20?7

2 2 . . . .

1ille = o1 (00) 02 (3)° =3ty + o+ 3y + 35 = 5 + 51
1 (3

17113 = 25

4
Pi
Il y a donc une incohérence & vouloir minimiser (||J;||?> — 2)? dans C; puisque rien n’assure,
a priori, qu’il puisse étre ramené a 0 & 'optimum. Il est par conséquent légitime de vouloir
ignorer ce terme, ce qui nous conduit ainsi & définir un troisiéme critére Ca, de degré 4 en a,
par :

Call) 2 [3ill4 — 4det(3,)2. (4.47)

Afin de diminuer le degré du critére précédent, il est possible de définir un autre critére
qui, lorsqu’il est minimisé, fournit & 'optimum une solution spéciale de (4.44). Pour définir
un tel critére, remarquons qu’en appliquant le théoréme de Wielandt-Hoffman [Golub 1996]
a J;,Ji(a) — I, on obtient I'inégalité suivante :

(01(Ji) = 1)* + (02(Ji) = 1)* < |Ji = Do 3. (4.48)
Ainsi, en minimisant le terme || J; — I|%, il est possible de contraindre les valeurs singuliéres de

Ji. En outre, puisque le sous-espace des matrices symétriques Sz(R) et celui des matrices anti-
symétriques Az (R) sont en somme directe et orthogonaux pour le produit scalaire Frobenius,

ona:
T J;, —JT
D S R L S LD N (4.49)
— —
Ls, L4
Explicitons alors les matrices S; — I et A; :
: Ji2 + 21 Ji2 —Jj21
_q  AzTUet 0 212 — 22
J11 5 5
Si—1Ip - A = o (450)
ji2 +jar . j12 —j21
hz g
9 J22 5

Par conséquent, fixer tous les paramétres de S; permet de déterminer complétement J; (ce
qui n’est pas le cas de A;) . Plus précisément :

ju=1
|Si— L|%=0 = j12 = —jar . (4.51)
joo=1

Les solutions de ce systéme sont aussi solutions de (4.44). Cependant, joo est indépendant des
paramétres d’optimisation et peut, a priori, ne pas étre égal a 1 & I'optimum. Pour J; et J;
cette condition, joo = 1, se développe en :

1 —1 et ( /22h§3 - /23h§2) —( /21 52 - 31 /22)7% -1 Vi=1...n. (4.52)
h 1 hh.ul + hhov; + R B o '
u;h31 + 31U; t hgovi + N33

La diminution du degré de Ca se fait donc en relachant encore les contraintes imposées sur
les jacobiens J; et J., au risque que Hy« et H. . soient aberrantes. On définit cependant notre
quatriéme critére Cg, de degré deux en a, par :

(Ji +J)
2

A

Cs(Ji) = |l — Dl (4.53)
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Nouveau critére basé sur le conditionnement Une autre facon de contréler numérique-
ment J; consiste a stabiliser son conditionnement numérique . Il existe plusieurs maniéres de
définir x qui sont fonctions de la norme utilisée. Mais, afin de disposer d’un critére algébrique,
nous choisissons d'utiliser la norme de Frobenius || ||¢. Ainsi, £ (J;)? s’écrit

tI‘(JiJ-T)2
J)? = 4.54
rr(J:) det J,2 54
Nous définissons ainsi le cinquiéme critére C, par :
tr(JiJT)Q
Co(Ji) = il 4.55
(%) det J;2 (4.55)
Cependant, étant donnée la forme particuliére de J; et J/, on a :
(v — E)a
det(J;) = % et det(J]) = M (4.56)
i P

Ainsi les fonctions cotts > | x(J;) et > £(J}) peuvent étre mises sous la forme d'un
quotient de polynémes :

Zn: Co(J;) = % an [(a11 + ciar2)? + (Biar2)? + (of + B7)]
- 1

i=1 1i=1
DG = =5 ), o P [y + wiah)? + (idhy — Giaty)? + (A2 + 7))
i=1 any i=1 )"L (Vi - él)

Bilan. Nous avons défini en tout cing critéres : trois polynomes de degré 4, un de degré 2,
et une fraction rationnelle. Ces critéres sont rappelés sur le tableau 4.1.

Critére proposé | Formulation mathématique
Ci(Js) Ai + (13illF - 2)?
Co( ) (det(J;)% — 1) + (13;]|% — 2)°
Ca(Ji) 19il1 3 — 4 det(J;)?
Ji + JZT

s() [URUD AT

tl"(JiJ-T)Q
C.(J; 2\l )

(i) det J;2

TABLE 4.1 — Bilan des critéres proposés.

Les critéres C; (a l’aide de I'expression directe des valeurs singuliéres) et Cy (& I’aide du produit
et de la somme des valeurs singuliéres) cherchent a satisfaire de maniére directe 1’équation :
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o1 (J;) = 02 (J;) = 1. Nous avons ensuite démontré que, a cause de la forme particuliére de J; et
Ji, il était légitime d’ignorer le terme (||J;|% —2)? dans C; puisqu’il est implicitement constant.
Nous avons donc défini Ca en supprimant ce dernier, ce qui revient a simplement imposer que
o1 (J;) = o2 (J;), i.e. A; = 0. Afin de disposer d’un critére de moindre degré, et donc plus
facilement minimisable, nous avons défini Cs qui fournit & 'optimum une solution particuliére
de A; = 0. Nous abaissons ainsi le degré a 2, ce qui permet de résoudre directement (c.-a-d.
sans méthode itérative) min > ;" ; Cs(J;) en cherchant les zéros du gradient. Cependant, avec
ce critére, nous prenons lg risque d’exhiber des solutions qui ne vérifient pas A; = 0. Enfin,
on définit un tout autre type de critére basé sur le conditionnement, kr, de Frobenius. Nous
montrons que, grace a la forme spéciale de J; et J!, minimiser la somme des conditionnements
Kk revient 4 minimiser une seule fraction rationnelle.

4.1.2.3 Résultats numériques.

Le but de cette section est d’évaluer la qualité des cing critéres proposés. Mais, puisque
Car est égal & Cq, la minimisation globale de C; correspond & une amélioration de la méthode
proposée par Mallon. Ainsi ’évaluation de nos critéres est implicitement faite vis-a-vis de
la méthode proposée dans [Mallon 2005]. Par ailleurs, le lecteur trouvera dans cette derniére
référence une étude comparative de la méthode de Mallon avec certaines méthodes détaillées
dans I'état de I'art. Cependant, afin d’obtenir de meilleurs résultats finaux, nous évaluerons
la matrice fondamentale F & I’aide d’une estimation itérative (la minimisation du critére de
Sampson présenté dans la section suivante) plus précise que celle utilisée dans [Mallon 2005].
Ceci expliquera la différence avec les résultats présentés dans cette référence. Dans un pre-
mier paragraphe, nous introduirons les différents critéres d’évaluations utilisés. Les suivants
seront entiérement consacrés a I’étude comparative. Enfin, nous concluerons dans le dernier
paragraphe sur l'efficacité de chacun des critéres.

Critéres d’évaluations. Plusieurs critéres (cf. [Mallon 2005, Loop 1999, Wu 2007]) ont été
étudiés afin de caractériser la déformation induite par H et H' sur les images rectifiées. Le
premier, appelé critére d’orthogonalité [Loop 1999, Wu 2007] et noté E,, évalue I'invariance
des angles entre les images originales et les images rectifiées. Il est défini, & partir des milieux
des cotés de 'image initiale (p;);—1.4, par la relation :

E — cos—! <<fH(P2) —fu(ps) | fu(p1) — fH(p3)>)
’ If2(p2) — fr(pa) | [fra(p1) — fa(p3)] )

Idéalement, 'orthogonalité E, doit étre égale a 90°. Le second, introduit dans [Mallon 2005],
est appelé le rapport d’aspect. Il est noté E, et évalue I'invariance de la largeur et de la
hauteur entre les images originales et les images rectifiées. Il est défini & partir des quatre
coins (q;)i=1.4 de I'image initiale :

g _ Itaa2) — fu(gd)]
“ Ja(ar) — fulas)]

Idéalement, 'aspect ratio E, doit étre égal a 1. La figure 4.4 fournit une interprétation géo-
métrique de ces deux critéres. Enfin, le critére (qui sera détaillé dans la section suivante) de
distance moyenne des points de controle aux droites épipolaires, noté E,., permet d’évaluer la

qualité de la géométrie épipolaire estimée & partir de H'FoH.

Afin d’évaluer la précision des cing critéres proposés, nous les expérimentons sur plusieurs
types d’images. Tout d’abord, nous utilisons les images tests issues d’un banc stéréoscopique.
Ensuite, dans le but d’évaluer la robustesse des critéres vis-a-vis de I’ampleur du mouvement,
nous comparons leurs performances en fonction de ’angle entre les vues d’'un méme objet.
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q1 P1

P P2

qs
N

FIGURE 4.4 — Distorsions avant et aprés rectification : & gauche, les déformations dues & une
modification d’orthogonalité, et a droite, les déformations dues & une modification du rapport
d’aspect.

Enfin, afin de se placer dans des cas plus défavorables et d’approcher ainsi les limites de leurs
domaines de validité, nous minimisons les cinq critéres pour des images tests quelconques de
la communauté vision artificielle.

Evaluation sur des images stéréoscopiques. Cette premiére analyse comparative est ef-
fectuée sur les images de la publication [Mallon 2005]. Elles ont été acquises par un banc de sté-
réovision (convergent) classique dans des contextes différents : intérieur, extérieur...L’ensemble
de ces images sont fournies dans I’Annexe A. Pour chacun des couples d’images, un ensemble
de points appariés, identique a ceux utilisés dans [Mallon 2005] est fourni. Le tableau 4.2 pré-
sente les résultats obtenus sur cette série d’images ’aide les cinq critéres C1,Co,Ca,Cs et Cg.
La premiére conclusion concerne la comparaison entre les critéres C1,Ca et Cs. En effet, ces
trois critéres sont issus de la méme approche : le premier est I’écriture algébrique du critére
de Mallon, alors que les deux autres en sont des relaxations plus ou moins fortes. Ainsi, nous
vérifions que notre hypothése sur la sur-détermination de C; se vérifie, puisque ce dernier
est, quel que soit 1’échantillon, moins précis que Ca et Cs (aussi bien sur 'orthogonalité que
sur le rapport d’aspect). Il se réléve, en outre, étre d’une précision trés approximative sur
I’échantillon Roof, soulignant ainsi que toutes les valeurs singuliéres des jacobiens ne peuvent
pas étre simultanément égales a 1. Sur tous les échantillons, CaA apparait comme le plus précis
des trois, tandis que Cg lui est au mieux équivalent. Ce dernier point met en avant que dans
quatre cas (Arch, Boxes, Yard et Drive), la solution particuliére calculée a partir de Cg
est trés proche de la solution optimale. Cependant, sur les cas Roof et Slate, cette solution
particuliére n’est pas, malgré sa simplicité de calcul, suffisamment proche de la solution op-
timale (i.e. il doit exister des jacobiens tels que joo # 1). La deuxiéme constatation est que
le critére Co, bien qu’équivalent a Cy, est toujours mal conditionné (autrement dit, le rapport
entre les coefficients de Cy est trés important). Ceci rend sa minimisation globale difficile et
on constate ainsi qu’il ne fournit jamais de solution convenable. Enfin, C, se revéle étre, avec
Ca, le critére le plus précis. Il semble, de plus, étre le plus robuste car il est plus performant
que Ca sur un cas défavorable comme Roof. Pour conclure, remarquons qu’aucun critére ne
modifie la précision de la géométrie épipolaire finale.

Précision en fonction de I'amplitude du mouvement Afin de confirmer nos premiéres
conclusions, les critéres ont été utilisés sur des images non stéréoscopiques issues du mouve-
ment d’'une caméra autour d’un objet. Ce mouvement de rotation est effectué dans un plan,
le centre optique de la caméra se déplace donc dans un plan. Les images font partie de la
série House (9 vues) mise a disposition par le Visual Geometry Group d’Oxford et sont four-
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nies dans I’Annexe B. Pour cette série, un fichier de points appariés ainsi que les matrices
de projection perspectives sont également disponibles. Pour ce test, nous avons voulu étudier
I'influence de I'angle entre deux déplacements de la caméra sur la précision de chacun des
critéres. Pour cela, nous avons utilisé le mode opératoire suivant : nous avons rectifié toutes
les paires d’images possibles 0 — 1,1 — 2,2 — 3, ... puis, nous avons calculé chacun des critéres
d’évaluation pour toutes ces rectifications. Ceci nous fournit donc la moyenne des critéres
d’évaluation en fonction de I’angle moyen entre les centres optiques des caméras (I’angle entre
deux vues pouvant étre extrait des matrices de projections perspectives). Ensuite, nous re-
nouvelons le processus pour les vues 0 — 2,1 — 3,2 — 4, ... de sorte que 'angle moyen entre
les centres optiques augmente et ainsi de suite jusqu’aux paires oli nous disposons d’au moins
10 appariements. La Figure 4.5 résume ce processus. Les résultats obtenus sont exposés dans

FIGURE 4.5 — Schéma explicatif du processus d’évaluation de la sensibilité des critéres de
rectification en fonction de 'angle moyen. Les centres optiques (C;);—1 234 étant coplanaires,
on calcule 'angle «; = CTCZl dans le plan des abscisses. Puis, on effectue une rectification
entre toutes les vues i et ¢ + 1 (fleches noires), puis toutes les vues i et i + 2.

le tableau 4.3. Ils confirment les constatations faites précédemment. En effet, Co n’est jamais
compétitif, quel que soit 'angle. Ensuite, au dela de 22°, la performance de C; se dégrade
et finit par échouer sur un écart supérieur a 37.2°. Ceci semble indiquer que les valeurs sin-
guliéres des jacobiens ne sont en général pas égales a 1 lorsque la précision de la géométrie
épipolaire se détériore. Ca et Cs sont moins sensibles au décalage. Cependant, comme nous
I’avons déja observé, la solution issue de Cs est moins robuste que celle calculée par Ca. En
effet, Ca fournit des résultats convenables jusqu’a un angle moyen de 32.8° alors que Cg se
dégrade a partir de 22°. Enfin le critére basé sur le conditionnement se révéle étre le plus
robuste puisque la performance des résultats est stable jusqu’a 41.4°.
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Evaluation sur des images quelconques Afin d’évaluer le comportement des deux ap-
proches sur des images quelconques, les critéres ont été appliqués sur des images non sté-
réoscopiques avec un changement d’échelle, une translation et une rotation dues a de forts
déplacements de la caméra. Comme pour la série précedente, ces deux séries d’images, Library
et Merton, sont fournies, avec leurs appariements, par le Visual Geometry Group d’Oxford.
Ces images sont représentées dans I’Annexe C. Les résultats obtenus sont présentés dans le
Tableau 4.4. Les erreurs de rectification E, et E, montrent que Ca et Cs se comportent
correctement lorsque la configuration se rapproche d’une configuration stéréoscopique. Dés
qu’on s’éloigne légérement de cette configuration, seul Ca continue & fournir des résultats
acceptables. Enfin, on remarque que C, reste performant quel que soit la paire d’images.

4.1.3 Bilan

Cette section décrit ’application de 'optimisation polynomiale au probléme de la minimi-
sation de distorsion projective dans le processus de rectification. Pour le probléme que nous
considérons, il n’existait pas de critére analytique. Nous avons alors proposé cing nouveaux
critéres. Pour tous ces critéres, nous avons effectué, sur plusieurs séries d’images, des compa-
raisons numériques & l'aide d’indicateurs de performance de la littérature. Ainsi, nous avons
montré que le plus performant et robuste d’entre eux se formule comme une fraction ration-
nelle. Cependant, pour des images issues d’un banc stéréoscopique, nous avons montré qu’il
existait deux autres critéres polynomiaux apportant une précision suffisante. En outre, un de
ces deux critéres peut étre minimisé globalement sans faire appel & une méthode itérative.
Bien que tous ces critéres puissent étre minimisés globalement par d’autres outils, 'optimi-
sation polynomiale nous a obligé ici & formuler plusieurs critéres algébriques qui constituent,
en eux-mémes, une contribution dans le domaine de la vision artificielle.

Page 98



4.1. Applications de 'optimisation polynomiale

Echantillon | Critére | Orthogonalité E, | Rapport d’aspect F, | Erreur Rectification F,
H,- H,. H,~ H,,. Moyenne  Ecart type
C1 90.055 91.424 1.001 1.021 0.197 0.227
Ca 101.52 105.98 1.209 1.313 0.197 0.227
Arch Ca 89.963  90.580 | 0.999 1.007 0.197 0.227
Cs 89.996  90.982 | 1.000 1.013 0.197 0.227
C 89.901  90.392 | 0.998 1.004 0.197 0.227
C1 87.933  88.520 | 0.965 0.975 0.121 0.109
Ca 93.600 93.194 1.065 1.057 0.121 0.109
Slate Ca 89.551  89.732 | 0.992 0.995 0.121 0.109
Cs 88.865  89.198 | 0.981 0.986 0.121 0.109
Cw 89.612  89.755 | 0.994 0.996 0.121 0.109
C1 87.371  83.644 | 0.955 0.970 0.798 0.887
Ca 95.453  62.933 | 1.091 0.708 0.798 0.887
Roof Ca 89.263  86.802 | 0.987 0.990 0.798 0.887
Cs 88.411  84.714 | 0.973 1.026 0.798 0.887
Cw 89.695  90.326 | 0.995 1.090 0.798 0.887
C1 88.472 89.043 0.975 0.983 0.101 0.089
Ca 73.124 77.148 0.747 0.799 0.101 0.089
Boxes Ca 90.474 90.983 1.008 1.015 0.101 0.089
Cs 89.234 89.229 0.988 0.986 0.101 0.089
Cr 90.547  90.919 | 1.009 1.014 0.101 0.089
C1 90.493  89.677 | 1.008 0.995 0.352 0.244
Ca 86.177  89.323 | 0.940 0.989 0.352 0.244
Yard Ca 90.281  89.977 | 1.005 1.000 0.352 0.244
Cs 90.382  89.827 | 1.006 0.997 0.352 0.244
Cw 90.296  89.977 | 1.005 1.000 0.352 0.244
Ci 90.486  90.892 | 1.008 1.014 0.499 0.757
Ca 95.398  99.180 | 1.094 1.166 0.499 0.757
Drive Ca 90.373  90.848 | 1.006 1.013 0.499 0.757
Cs 90.426  90.838 | 1.007 1.013 0.499 0.757
Cw 90.364  90.794 | 1.006 1.012 0.499 0.757

TABLE 4.2 — Comparaison des critéres proposés sur les images tests issues de [Mallon 2005].
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Angle moyen | Critére | Orthogonalité moyenne | Rapport d’aspect moyen | Erreur Rectification moyenne
H,- . H,- ™ Moyenne Ecart type
Ci 89.640 90.462 0.994 1.007 0.252 0.238
Ca 83.395 99.762 0.897 1.177 0.252 0.238
11.6° Ca 89.799 90.296 0.997 1.005 0.252 0.238
Cs 89.729 90.376 0.996 1.006 0.252 0.238
Ck 89.814 90.322 0.997 1.005 0.252 0.238
C1 89.468 90.638 0.991 1.017 0.374 0.340
Ca 82.684 67.519 0.886 0.679 0.374 0.340
16.9° Ca 89.799 90.502 0.997 1.015 0.374 0.340
Cs 89.634 90.669 0.994 1.017 0.374 0.340
Cw 89.813 90.776 0.997 1.019 0.374 0.340
C1 88.034 91.846 0.969 1.034 0.372 0.336
Ca 72.500 113.930 0.753 1.528 0.372 0.336
22° Ca 89.535 90.432 0.992 1.010 0.372 0.336
Cs 88.894 91.131 0.982 1.022 0.372 0.336
Cw 89.646 90.574 0.994 1.013 0.372 0.336
C1 85.998 93.825 0.939 1.069 0.409 0.397
Ca 63.706 120.532 0.643 1.753 0.409 0.397
27.7° Ca 89.241 90.677 0.987 1.016 0.409 0.397
Cs 87.937 92.091 0.968 1.039 0.409 0.397
Ck 89.472 90.790 0.991 1.018 0.409 0.397
C1 82.143 96.936 0.887 1.112 0.419 0.407
Ca 53.023 122.853 0.518 1.800 0.419 0.407
32.8° Ca 89.241 90.898 0.987 1.011 0.419 0.407
Cs 86.684 93.417 0.953 1.049 0.419 0.407
Cw 89.627 90.816 0.994 1.009 0.419 0.407
C1 76.064 102.272 0.809 1.208 0.511 0.524
Ca 45.813 129.560 0.424 2.110 0.511 0.524
37.2 Ca 88.927 91.319 0.982 1.018 0.511 0.524
Cs 84.684 95.674 0.929 1.082 0.511 0.524
Cw 89.499 91.169 0.992 1.015 0.511 0.524
Ci 49.311 118.951 0.465 1.400 0.554 0.560
Ca 37.644 139.317 0.539 2.136 0.554 0.560
40.2 Ca 89.017 91.838 0.983 0.945 0.554 0.560
Cs 78.922 101.425 0.880 1.049 0.554 0.560
Cw 89.536 91.031 0.992 0.932 0.554 0.560
Ci 41.641 0.000 0.516 0.223 0.563 0.580
C2 76.280 0.000 0.791 0.223 0.563 0.580
41.4 Ca 89.554 91.574 0.992 0.867 0.563 0.580
Cs 73.685 105.730 0.850 0.971 0.563 0.580
Cw 89.274 90.851 0.988 0.856 0.563 0.580

TABLE 4.3 — Moyenne des critéres de comparaison en fonction de I’angle moyen entre les
centres optiques des caméras.
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Echantillon | Critére | Orthogonalité E, | Rapport d’aspect F, | Erreur Rectification F,
H,~ H,. H,~ H,. Moyenne  Ecart type
C1 96.917 91.398 | 1.127 1.032 0.321 0.285
Ca 105.422  84.895 | 1.241 0.921 0.321 0.285
Library Ca 90.806 90.168 | 1.014 1.010 0.321 0.285
Cs 93.467  90.924 | 1.062 1.023 0.321 0.285
Cw 90.317  90.331 | 1.005 1.013 0.321 0.285
C1 79.294 0.000 | 0.831 0.566 0.205 0.160
Ca 68.269 0.000 | 0.685 0.566 0.205 0.160
Mertonl Ca 85.147  82.620 | 0.920 0.878 0.205 0.160
Cs 82.101  73.462 | 0.871 0.764 0.205 0.160
Ck 86.564  86.508 | 0.944 0.942 0.205 0.160
C1 90.636  91.162 | 1.011 1.028 0.309 0.239
Ca 98.575  112.69 | 1.153 1.506 0.309 0.239
Merton2 Ca 90.499  91.468 | 1.008 1.033 0.309 0.239
Cs 90.557  91.472 | 1.009 1.034 0.309 0.239
Cw 90.500  91.610 | 1.008 1.035 0.309 0.239
C1 179.66 180.00 | 1.245 1.425 0.303 0.223
Ca 69.517 180.00 | 0.851 1.425 0.303 0.223
Merton3 Ca 83.000 87.002 | 0.939 0.986 0.303 0.223
Cs 114.54 92.368 | 1.137 1.080 0.303 0.223
Cw 86.868  87.867 | 0.949 1.003 0.303 0.223

TABLE 4.4 — Comparaison des critéres proposés sur des images quelconques.
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4.1.4 Estimation de la matrice fondamentale
4.1.4.1 Etat de l'art

Comme nous 'avons précédemment décrit dans le paragraphe §4.1.1.1, déterminer le mou-
vement entre deux points de vue via la géométrie épipolaire consiste a estimer la matrice
fondamentale F & partir d’un ensemble de n points appariés (ou appariements) (9, d})i=1...n-
Ce probléme a été abondamment étudié dans la littérature et plusieurs approches existent :

— méthodes itératives ou non-itératives

— seulement & partir de sept appariements

— en imposant la contrainte de rang dans ’optimisation ou directement dans le paramé-

trage de F
— en normalisant ou non les appariements (q;,q})i=1..n

Ces approches, souvent décrites par des problémes d’optimisation, sont classiquement réparties
en deux catégories (cf. [Armangué 2003]) : les méthodes linéaires directes et les méthodes
non-linéaires itératives. Cependant, il convient d’insister sur le fait que ces approches
ont toutes en commun trois points clés : le filtrage des données, la normalisation des
données et la contrainte de rang 2. Nous exposerons dans un premier temps ces trois
étapes essentielles puis nous détaillerons les deux grandes familles de méthodes.

Filtrage des appariements. L’étape préalable a tout processus d’estimation de parameétres
est le filtrage des appariements. Ce filtrage est réalisé au moyen d’estimateurs robustes
dont la finalité est de classer les données en bon (inliers) et mauvais (outliers) appariements.
L’idée directrice est de trouver, par échantillonnage dans le jeu de appariements initiaux
(9, 9;)i=1..n, le sous-ensemble (qj,q)jerc[1,n] qui s’ajustera le mieux possible (c.-a-d. vis-a-
vis d’une certaine norme) au sens d’un critére donné. La méthode utilisée pour estimer F est
en général une méthode linéaire directe, telle que décrite ci-aprés. Plusieurs approches existent
dans la littérature et différent selon la maniére d’établir un consensus dans le choix de F. La
méthode RanSaC [Fischler 1981] calcule, pour chaque estimation de F, un nombre d’inliers
puis établit un consensus sur celle qui maximise le nombre d’inliers. Notons que la méthode
MLESaC [Torr 2000] généralise cette approche. La méthode LMedS [Zhengyou 1998] cal-
cule pour chaque estimation de F la distance médiane entre les appariements et les lignes
épipolaires correspondantes, puis établit un consensus autour de celle qui minimise cette
quantité.

Remarquons que ces méthodes peuvent aussi fournir une estimation de F a partir des
sélection des sous-ensembles de points. Ainsi, le but principal de ces approches reste le filtrage
et la détection de mauvais appariements ce qui constitue un probléme distinct du calcul de la
matrice fondamentale. Par conséquent, nous excluons les approches robustes de notre étude.

Normalisation des appariements. Dans toutes les approches que nous décrirons par la
suite, les inconnues sont les paramétres de la matrice F tandis que les appariements four-
nissent, aprés manipulations, les coefficients des fonctionnelles que ’on cherche & minimiser
ou & annuler. Ces fonctionnelles sont, en général, des polyndémes ou des sommes de fonctions
rationnelles et leur paramétres sont, d’ordinaire, le résultat d’'une succession d’opérations
simples (multiplications, divisions, additions...) appliquées aux coordonnées des appariements
entre eux. On comprend dés lors que ces coefficients peuvent non seulement devenir trés
grands, ce qui pénalise les solveurs numériques, mais surtout avoir des ordres de grandeur trés
hétérogeénes dans le cas ou le rapport des variances des appariements est élevé (cf. Figure 4.6).
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FIGURE 4.6 — Illustration d’appariements ayant des variances en équilibre (& droite) et d’ap-
pariements ayant un rapport de variance trop élevé (a gauche)

Ce dernier point aura une influence directe sur le conditionnement et la stabilité (en particulier
inverse) des fonctionnelles que 'on étudie. Il est par conséquent légitime de vouloir imposer
aux appariements, a l'aide de changements de base, de bonnes propriétés numériques. Ces
changements de bases se font en appliquant des transformations inversibles, notées T et T,
aux appariements avant l'utilisation de chaque méthode. Cependant, la matrice F* obtenue
aprés exécution correspond aux appariements modifiés :

9 =Tq;, et ¢ =T0q,. (4.57)

a3 4 . ~ L . P
Par conséquent, F doit étre transformée afin de retrouver la matrice fondamentale originale
F*. Ce retour dans la base initiale s’effectue via I’équation suivante :

F = T'F'T (4.58)

Il existe plusieurs sortes de normalisation. Les deux plus classiques sont celles proposées
dans [Zhengyou 1998| et dans [Hartley 1995]. La premiére permet de ramener ’ensemble des
coordonnées des appariements dans [—1, 1]. Dans la seconde, les correspondances sont trans-
formées de telle sorte que la moyenne de leur distance & l’origine soit égale & /2.

Contrainte de rang 2. Due a la définition des épipoles (4.6), la matrice fondamentale F a
nécessairement un rang égal a 2. Si cette condition n’est pas réalisée, les droites épipolaires
ne s’intersectent pas en un seul point et les épipoles ne peuvent étre correctement déterminés.
La maniére la plus naturelle d’imposer cette condition consisterait a l'intégrer directement en
tant que contrainte du probléme d’optimisation étudié. Cependant, comme nous ’avons déja
souligné, le choix d’un point inital dans ’espace des contraintes est une étape délicate qui
complexifie fortement la minimisation locale. De méme, I’ajout d’une contrainte non-linéaire,
rendra toute tentative de minimisation globale beaucoup plus difficile. Deux approches sont
classiquement utilisées pour contourner ’adjonction de cette contrainte.

La premiére consiste a forcer le rang de F a posteriori. F est alors remplacée par F,
sa projection sur la variété {M € M3z 3(R) | det(M) = 0}. Cette projection est déterminée en
résolvant le probléme de minimisation suivant :

min_ |F - FJ. (4.59)
s.l.c. det(F)=0
Dans le cas particulier ot la norme matricielle || || est la norme de Frobenius, ce probléme peut

étre résolu directement a I’aide d’'une Décomposition en Valeurs Singuliéres [Tsai 1984,
Hartley 1995|. En effet, si

01 0 0
F = U| 0 o 0 |V (4.60)
0 0 o3
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est une décomposition en valeurs singuliéres de F avec 01 = 09 = o3, alors :

01 0 0
F = U| 0 o0 0 |VT (4.61)
0 0 0

est une solution de (4.59), et donc la matrice de rang 2 la plus proche de F au sens de la
norme de Frobenius. Cependant, F peut étre loin d’une solution, méme locale, d’un probléme
de minimisation ot la condition de rang serait directement imposée en tant que contrainte.

La seconde approche repose sur 'idée d'imposer, a priori, le rang de F' directement dans
son paramétrage |Hartley 2003]. La maniére la plus simple de réaliser un tel paramétrage
consiste a exprimer, par exemple, la troisiéme colonne de F comme une combinaison linéaire
des deux autres :

fir fiz afin + Bfi2
F = for fa2 afor+Bfa |. (4.62)
f31 fz2 afs+ Bfs

On remarquera que, dans ce cas, (a, 3, —1)T est I'épipole droit de F attendu qu’il vérifie (4.6).
Bien que ce paramétrage assure la singularité de F avec un nombre minimal de coefficients,
cette approche n’est valide que si les deux vecteurs colonnes (fi1, fo1, f31)' et (fi2, f2, f32)"
sont linéairement indépendants. Cette condition peut ne pas étre vérifiée comme par exemple
dans le cas ou I’épipole droit se trouve & l'infini. En outre, le choix d’employer les deux
premiéres colonnes est totalement arbitraire. Nonobstant que I’épipole ne se trouve pas sur
I'un des axes de coordonnée, n’importe quelle autre paire de colonnes peut étre utilisée. En
pratique, ces configurations défavorables peuvent étre détectées durant la minimisation ce
qui permet de changer de paramétrage lorsque les épipoles sont mal positionnés. Notons que
le nombre total de configurations possibles [Hartley 2003] a 'aide d’un épipole s’éléve a 18.
Il est de surcroit possible d’utiliser les deux épipoles dans le paramétrage. Ceci conduit &
I’expression de F' :

J11 fi2 e1fi1 + eafi2
F = fa1 f22 e1fo1 +eafa . (4.63)
e/1f11 + e'2f21 e'1f12 + e’2f22 (erfun + 62f12)e’1 + (e1fa1 + e2f22)€'2

Il conviendra, dans ce cas aussi, de détecter les configurations défavorables durant I’optimisa-
tion afin de passer vers des paramétrages non dégénérés. Le nombre de total de configurations
a deux épipoles s’éléve a 36 [Hartley 2003].

Les trois points que nous venons de détailler sont des étapes communes & toutes les mé-
thodes que nous décrivons dans les paragraphes suivants. Elles sont en général appliquées de
maniére successive avant et aprés I’exécution de chaque méthode : on effectue premiérement
un filtrage des appariements, puis une normalisation de ces derniers et enfin on corrige le rang
soit a priori, soit a posteriori. Il est important de souligner que, sans ces étapes, toutes les
approches décrites ci-dessous peuvent donner de trés mauvais résultats.

Les méthodes linéaires directes. Les méthodes linéaires sont basées sur la résolution
directe du systéme d’équations linéaires (4.5). Appliqué a un couple q; = (u;,v;, 1) et g =
(u},v},1) de point appariés, ce systéme fournit I’équation linéaire :

wiug f11 + wivi fiz + wjf13 + viug for + Vv fao + Vi faz + uifar + vifs2 + faz =0,  (4.64)
avec F' = (f; ;). Ainsi, a partir des n appariements, on obtient le systéme linéaire :

Af = 0, (4.65)
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ot chaque ligne de A € M,,xo(R) est définie par (ulu;, ubv;, ul, viug, vivy, v}, ug, v, 1T, et f 2
(f11, f12, [13, fo1, foo, fos, f31, f32, f33)T. Notons que les solutions de ce systéme sont aussi les
candidats & 'optimalité du probléme :

n

. T ) 2
pe BB ;(qi Fa;)~, (4.66)

attendu que V (Z?:l (q;TFqi)Q) = (Qq;TFqi)i=1.,_n' Cette formulation, initialement résolue
pour huit appariements et connue sous le nom d’algorithme des 8-points, a été introduite
dans |Longuet-Higgins 1981]. Cependant, le nombre d’appariements, en pratique largement
supérieur a huit, ainsi que l'erreur liée a leur calcul, font que le systéme (4.65) est surdéter-
miné et généralement mal conditionné. Ainsi, plusieurs adaptations [Tsai 1984, Hartley 1995,
Torr 2002, Kanatani 2000, Chojnacki 2003] permettent de contraindre le conditionnement de
A en imposant un changement d’échelle sur les appariements (q;,q;)i—1..n. Ce changement
d’échelle est habituellement réalisé a priori au moyen des matrices de normalisation T et T’

(cf. (4.57)). La correction de rang est, quant a elle, appliquée a posteriori.

Les méthodes non-linéaires itératives. Les méthodes itératives peuvent étre classifiées en
deux groupes : celles qui minimisent une distance géométrique et celles dites de gradients.
Dans les deux cas, on est ramené a résoudre un probléme d’optimisation de la forme :

n
min fi(F), 4.67
i, S (4.67)
ot les f; : M3 3(R) — R sont spécifiques a la technique considérée. Pour la premiére catégorie
de méthodes, ces fonctions sont des distances géométriques. La distance la plus pertinente est
évidemment la distance entre un appariement (q;,q;) et ses lignes épipolaires correspondantes
g et I, (cf. Figure 4.7).

C ¢

FIGURE 4.7 — [llustration des distances épipolaires (en vert) entre un couple de points appariés
(croix) et leurs lignes épipolaires correspondantes

Cette distance, initialement introduite dans [Luong 1996al, est appelée distance épipolaire
croisée, et conduit & la définition des f; suivantes :

1 1
i(F) =
F(F) <7T1 (Fq;)* + m2 (Fa;)? ’ ! (Fqu‘)2 +my (F'ai)

2) (o) Fq;)’ (4.68)
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7 ¢ (z1,22,23) — x; est la 4®™me projection canonique de R®. La résolution classique du pro-
bléme (4.67), avec les f; ainsi définies, consiste a appliquer directement une méthode d’opti-
misation locale du type quasi-Newton, région de confiance, ou Levenberg-Marquardt.
Pour plus de détails sur les applications des méthodes d’optimisation locales a ce probléme le
lecteur pourra se référer a [Salvi 1999, Chen 2010].

Le second groupe de méthodes est basé sur la résolution du probléme (4.66). Comme nous
I’avons déja souligné, lorsque le rapport des variances des appariements est élevé, le résultat
de la minimisation de ce type de probléme peut se révéler trés imprécis. Une maniére d’éviter
cet inconvénient, sans nécessairement passer par la normalisation des données, consiste a
quotienter chaque résidu q;' Fq; de (4.66) par une fonction g; : M3 3(R) — RT dépendant des
appariements : ,

n T .
min ) (9" Fai)” (4.69)
FeM3 3(R) a gz(F)
Chaque méthode est alors caractérisée par le choix des g;. Dans [Luong 1996a], les g; sont par
exemple définies par :

gz(F) = m(Fqi)2 + 7T2(Fqi)2 + m (FTq;)Q + WQ(FTq;-)2. (4.70)
Notons que, dans ce cas particulier, le i*™¢ rapport

2
(9i"Fa;)
7T1(Fqi)2 + 7T2(qu')2 + m (FTq;)Q + WQ(FTq;P

(4.71)

correspond & une approximation de la distance du point (q;, q;) & la surface S paramétrée im-
plicitement par le vecteur f. Cette approximation est appelée approximation ou distance de
Sampson. Pour plus de détails sur cette approche, le lecteur pourra se référer a [Hartley 2003].
Une approximation du maximum de vraisemblance pouvant étre avantageusement appliquée
aux problémes d’estimation en vision artificielle a été introduite dans [Chojnacki 2002|. Son
utilisation pour le calcul de la matrice fondamentale a été exposée dans [Van Den Hengel 2002].
Dans cette approche, les g; sont définis par :

9i(F) =/ FF'q; + q; ' FF'q;. (4.72)

La minimisation de la fonction cofit ainsi obtenue est réalisée a l’aide de la méthode de
Newton . Cependant, 'étape de résolution du systéme (2.59) est ré-arrangée de maniére
a intégrer la covariance A, des appariements. Deux ré-arrangements sont proposés, chacun
définissant une méthode différente : FINS pour Fundamental Numerical Scheme et CNF'S
pour Constrained Fundamental Numerical Scheme.

Bilan. Nous venons de présenter deux catégories de méthodes. Les méthodes linéaires
directes sont trés rapides puisqu’elles ne nécessitent aucun processus itératif (résolution
d’un systéme linéaire) mais souffrent d’imprécision lorsque leur conditionnement n’est pas
contraint. Cependant, ces techniques peuvent étre trés largement améliorées en appliquant
successivement les trois étapes que nous avons décrites. Les méthodes non-linéaires, pré-
sentent ’avantage de minimiser des critéres plus réalistes et peuvent, pour certaines d’entre
elles, compenser une mauvaise répartition des appariements. Cependant, les techniques d’op-
timisation locales utilisées pour leur résolution ne fournissent aucun certificat d’optimalité
global. De plus, leur sensibilité au choix de l'initialisation complexifie I'introduction de la
contrainte de rang directement dans le probléme d’optimisation. Enfin, intégrer la contrainte
de rang 2 dans le paramétrage renforce la non-linéarité de la fonction cotit et rend donc
I’optimisation plus difficile.

Page 106



4.1. Applications de 'optimisation polynomiale

Algorithme 18 Algorithme des 8-points

Précondition : n appariements (q;,q})i=1..n
1: Normalisation des appariements de sorte que leurs coordonnées soient dans [—\/§; \/5]2
2: Calcul de F en résolvant le probléme d’optimisation convexe :

n
F2 argmin Y (mFm;)”. (4.73)
F€M3,3(R) i=1

3: Projection de F sur la variété {M € M3 3(R) | det(M) = 0} en résolvant, a 'aide d’une
Décomposition en valeurs singuliéres, le probléme :

Fgpo = argmin ||[F — F||%. (4.74)
F€M3’3(R)

4: Normalisation de Fgpt de sorte que ||Fspt? = 1.
5: retour Fgpy

Ainsi, pour I’ensemble des comparaisons que nous allons mener, nous choisissons d’utiliser
comme référence I'adaptation de l'algorithme des 8-points suivant :
Il a été montré [Hartley 1995] que cet algorithme simple fonctionne trés bien en pratique et
ce, sans subir les défauts d’un processus itératif (p.e. choix d’un point initial).

4.1.4.2 VUtilisation de I'optimisation polynomiale.

Nous nous concentrons dans cette section & appliquer la méthode d’optimisation polyno-
miale au probléme de l’estimation de la matrice F. Dans toutes les approches d’estimation
que nous avons mentionnées, le principal désavantage est la difficulté d’intégrer la contrainte
de rang 2 car elle empéche d’une part toute résolution linéaire directe et complexifie, d’autre
part, le calcul d’'une estimée initiale pour les méthodes itératives. Cependant, bien que les
méthodes d’optimisation globale ne nécessitent pas d’estimée initiale, leur principal défaut
est la difficulté de prendre en compte des contraintes fortement non-linéaires. Comme nous
I’avons déja mentionné, 'optimisation polynomiale permet d’éviter ce probléme. Mais nous
ne pouvons minimiser globalement avec cette technique que des polynémes ou des sommes
de fonctions rationnelles. Or, selon [Hartley 2003], si les appariements sont correctement fil-
trés et normalisés la minimisation des distances épipolaires croisées et la résolution du
probléme (4.66) donnent des résultats similaires. De surcroit, comme nous l’avons montré, la
programmation rationnelle reste plus cotiteuse en temps de calcul. Il est donc légitime de ne
se concentrer que sur la résolution globale du probléme (4.66).

Afin de simplifier ’espace de recherche, il est possible de supprimer la contraintes de rang
2 et de l'inclure directement dans la fonction cotit. Cependant, il est nécessaire, dans ce cas,
d’intégrer une contrainte additionnelle permettant d’éviter la solution triviale F = 0. Ceci est
habituellement réalisé en fixant, a priori, un des coefficients f;; de F a 1. Bien que ce procédé
permette de supprimer une variable, il n’assure pas que les autres coefficients de F soient
bornés, ce qui est une condition nécessaire pour assurer la convergence de notre méthode
d’optimisation polynomiale. Par conséquent, afin d’assurer cette majoration et d’éviter la
solution nulle, nous rajoutons la contrainte complémentaire | F||% = 1.

Comme nous ’avons déja exposé, la condition de rang peut étre introduite dans le probléme
d’optimisation de deux maniéres. Concentrons nous tout d’abord sur I'approche consistant a
paramétrer F a ’aide des épipoles. Dans le cas ou F est paramétrée avec un seul épipole, on
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obtient le probléme suivant :

2
n S fizoafu+ Bl
min ST | far fr afor+B8f2 |
(fea) €R iz far fa2 afsi+ B
(o, 8) € R?
4 : (4.75)
o+ %=1
s.l.c. Zflil -1
L k,l
Notons que ces contraintes sont une simplification de la contrainte |F||% = 1, mais elles

permettent d’imposer que la norme de ’épipole soit égale & 1. Une tentative de résolution
d’un probléme similaire :

n . afii+Bfa1  afie+Bfe  afis+ Bfs 2
min q; i J12 J13 di
(fr1) € RO i=1 fo1 fo2 1 , (476)

(a, B) € [0,1]?

a laide de 'optimisation polynomiale a été proposée dans [Xuelian 2010]. Cependant, cette ap-
proche souffre de plusieurs inconvénients. Premiérement, ’absence de bornes sur les coefficients
de F ne permet pas de garantir la convergence de la méthode d’optimisation. Deuxiémement,
I'introduction des inconnues « et 5 augmente le degré du polynéme objectif ainsi que la taille
des relaxations. Ceci a pour conséquence d’accroitre le temps de calcul de maniére importante.
Enfin, comme nous I'avons déja mentionné, le choix de ce paramétrage est arbitraire et peut
ne pas étre valide dans toutes les configurations. En toute rigueur, il faudrait que ’ensemble
des configurations puissent étre minimisées. Mais, dans ce cas la contrainte (a, 3) € [0, 1]2
devrait étre remplacée par a?+ 32 = 1 de maniére a éviter que, pour le paramétrage (4.62) par
exemple, I’épipole ne soit nul. Par ailleurs, nous avons essayé de résoudre (4.75) sur plusieurs
configurations synthétiques et réelles mais, en plus d’un temps de calcul élevé, la convergence
de la méthode s’est révélée trés instable.

Ensuite, dans le cas ol la matrice fondamentale est paramétrée & l’aide de deux épipoles,
on est amené a résoudre le probléme suivant :

2
Iitt f12 e1fi1 + eaf12
n
. T fa1 f22 e1fo1 + €2 fo
min 4 q; e/f +/f lf +/f (f + f)/ q;
(fk,l)ER iz 1J11 T € J21 €1]12 T €y )22 €1/11 T €2]12)€;
/ 4 +(e1 fo1 + eafaz)eh
(e,e')eR
]
2
lef* =1
s.l.c. He/H2 =1
Zf/?,z =1
L k,l
(4.77)

Bien que ce paramétrage soit théoriquement optimal, il n’est pas raisonnable d’envisager
I'utilisation de cette approche sur des cas concrets. En effet, il serait nécessaire de couvrir
I'ensemble de paramétrages possibles (36 en tout) ce qui semble contradictoire avec une utili-
sation pratique a cause de temps de calcul prohibitifs (plus de 3 minutes pour une relaxation
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sur un MacBook Pro Core i7 avec 8G de mémoire vive). Ces temps de calcul considérables
sont liés & augmentation du degré du polynome objectif induite par I'introduction des deux
épipoles dans le paramétrage de F.

Pour toutes les raisons que nous venons de mentionner, il n’est pas pertinent de considérer
I'introduction de la contrainte de rang via le paramétrage de F. L’autre solution consiste donc
& introduire cette condition directement dans les contraintes. Ceci nous conduit au probléme
de minimisation de la distance algébrique défini par :

2
n fir fiz fi3
min . Z q;" | for foo fos | ai
(fr1) R =1 f31 f32 f33
< (4.78)
{det(F)zO
s.l.c. 9
{ [FllF =1

Cette approche a été étudiée dans [Chesi 2002, ot un probléme similaire a été résolu a 'aide
d’une hiérarchie de problémes convexes. Cependant, plusieurs observations peuvent étre faites
sur cette méthode. Premiérement, les variables d’optimisation ne sont pas bornées car, comme
dans [Xuelian 2010], la contrainte ||F||% = 1 est supprimée au profit de ’hypothése a priori
que I'un des coefficients fj; est égal a 1. Deuxiémement, la contrainte det(F) = 0 n’est prise
en compte qu’au prix de 'introduction de nouvelles variables d’optimisation. Enfin, il n’existe
pas de preuve de la convergence de la suite des solutions de la hiérarchie des relaxations
convexes vers le minimum global. On notera cependant que les résultats obtenus dans cette
étude semblent trés prometteurs et ce méme s’il ne sont pas testés sur un panel exhaustif
d’images.

Notons enfin que dans [Kahl 2007|, le probléme de la minimisation de la distance de
Sampson est résolu & I’aide d’une hiérarchie de relaxation convexes construites a partir de la
formulation par épigraphes de (4.71). Cependant, bien que la correction de rang soit satisfaite
via l'ajout de la contrainte det(F) = 0, ’exclusion de la solution triviale nulle est réalisée
en fixant f3z3 = 1 ce qui ne permet pas de borner les autres coefficients de F. De surcroit,
comme nous ’avons déja mentionné, la formulation par épigraphe nécessite I'ajout d’autant
de variables d’optimisation que d’appariements, ce qui ne permet généralement pas de consi-
dérer un grand nombre d’appariements. La prise en compte des variables d’écart se fait, dans
cette approche, au détriment de la convergence vers un minimum global qui n’est pas ga-
ranti. Nous avons, pour notre part, essayé de résoudre (4.71) a l'aide de la Programmation
Rationnelle. Cependant, la solution globale n’était pas, dans tous nos tests, accessible dés la
premiére relaxation et la seconde hors de portée des solveurs actuels. Afin d’atteindre cette
deuxiéme relaxation, nous avons fixé deux coefficients de F' a I’aide d’une estimation complé-
mentaire via la résolution globale de (4.78). Nous avons alors remarqué que les coefficients
de F ainsi obtenus varient trés peu par rapport a la solution initialement fournie par (4.78).
Ceci semble confirmer, comme souligné dans [Hartley 2003|, que la solution fournie par les
problémes de minimisation de distance de Sampson et la distance algébrique fournissent des
résultats similaires. Cependant, pour certifier rigoureusement cette observation, il faudrait
pouvoir considérer la totalité des variables, ce qui n’est pas a notre portée au vu des solveurs
actuels.

Au bilan, pour toutes les raisons que nous venons de détailler, nous appliquons I'optimi-
sation polynomiale par théorie des moments au probléme de la minimisation de la distance
algébrique défini par (4.78). D’un point de vue mathématique, ce probléme ne peut étre résolu

Page 109



Chapitre 4. Application a la vision multivues

globalement & I'aide de techniques simples comme c’est le cas pour les critéres de minimisation
des distorsions projectives exposés dans la section précédente. En effet, bien qu’ayant un po-
lynéme objectif de degré 2, ce probléme comporte 9 variables et deux contraintes non linéaires
de degré 2 et 3, ce qui le classe dans une catégorie de probléme difficile pour I'optimisation
globale. Un alternative & notre méthode pourrait étre I'utilisation des bases de Groebner pour
énumérer tous les zéros du Gradient du Lagrangien, mais cette technique n’a pas, a notre
connaissance, été étudiée.

4.1.4.3 Résultats numériques

Cette section est consacrée a 1’étude des résultats fournis par la minimisation globale de
la distance algébrique (4.78) comparativement & 'algorithme des 8-points tel que décrit
par I’Algorithme 18. Nous présentons dans un premier paragraphe la procédure d’évaluation
des deux méthodes. Les paragraphes suivants seront consacrés a I’exposé des résultats sur des
données de synthése ainsi que sur des cas réels.

Procédure d’évaluation. L’évaluation de la qualité d’une matrice fondamentale n’est pas
triviale. Différents critéres ont été proposés dans [Zhengyou 1998|. Nous proposons d’évaluer
une estimation de la matrice fondamentale F' comparativement au comportement de son
raffinement par I'ajustement de faisceaux projectifs. Il est important de noter qu’une matrice
fondamentale est équivalente, a une base projective prés, a une paire de matrices représentant
des cameéras perspectives non calibrées. En effet, comme proposé dans [Luong 1996b], on peut
extraire de F deux matrices de projections perspectives P et P’ définies par :

P~ [I(3><3) O(3><3)] et P/ ~ [H* ’ye/] (479)

ot H est ’homographie canonique définie par H* ~ [e] < F et  un réel qui peut étre fixé, sans
perte de généralité, a 1. En d’autres termes, une matrice fondamentale permet implicitement
une reconstruction projective 3D. Ainsi, notre premier critére d’évaluation de la qualité d’une
estimation de la matrice fondamentale est l’erreur de reprojection linéaire, notée epi (F).

Un ajustement de faisceaux (« bundle adjustment » en anglais) projectifs a deux vues
est mathématiquement décrit par un probléme de minimisation dont la fonction objectif est la
moyenne des erreurs de reprojection des appariements (q;, q})i=1..., et les inconnues les points
3D a reconstruire (Q;)i=1..n ainsi que les matrices de projection P, P

n
min - _PQ; 2 4 I P/ . 2. 4.80
oty Ll —PQ” + o] ~ Q) (4.80)

Ce probléme est résolu a ’aide d’un algorithme de Levenberg-Marquardt initialisé a partir des
matrices extraites de la matrice F. Deux indicateurs importants de I’ajustement de faisceaux
sont ainsi la valeur de la fonction cotit a 'optimum (c.-a~d. 'erreur de reprojection finale) et
le nombre d’itérations nécessaires a la convergence. Ces deux critéres permettent d’évaluer
si les estimations des matrices de projections P et P’ calculées a partir de F sont dans un
bon bassin d’attraction. En effet, le nombre d’itérations donne une indication de la distance
entre 'estimation et 'optimum alors que 'erreur finale fournit une indication sur la qualité de
I'optimum. Il est donc naturel d’utiliser ces deux indicateurs en tant que deuxiéme et troisiéme
critéres d’évaluation de la qualité d’une estimation de la matrice fondamentale. Pour le reste
de cette étude, nous les noterons respectivement epa (F) et Iter(F). L’algorithme 19 résume
I’ensemble de notre procédure d’évaluation.
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Algorithme 19 Algorithme d’évaluation d’une estimation de la matrice fondamentale

Précondition : F et n appariements (q;,95)i=1..n

Calcul du second épipole en résolvant F e/ ~ O3x1)

Calcul de 'homographie canonique H* ~ [e] xF

P — [I(3x3) O@3x3)]

P’ — [H* v¢]

Trianguler chaque point 3D indépendamment en minimisant son erreur de reprojection
Calculer ep;t(F)

Résoudre I'ajustement de faisceaux projectifs a deux vues en utilisant F et les points

triangulés comme initialisation
Calculer ega (F) et Iter(F)
9: retour en;t(F), epa(F) et Iter(F)

152

Résultats sur données synthétiques. Les données synthétiques nous permettent d’évaluer
la sensibilité des deux méthodes en fonction du bruit présent dans les extractions des apparie-
ments et du nombre d’appariements considérés dans la fonction cotit. Ainsi, nous évaluons tout
d’abord le comportement de notre résolution globale par rapport au bruit. Nous nous donnons
donc une matrice de paramétres internes et plusieurs mouvements afin de déterminer complé-
tement deux matrices de projection P et P’. Nous générons ensuite un ensemble de points 3D,
noté (Q;)i, que nous projetons dans les images. Puis nous perturbons ces projections a ’aide
d’un bruit Gaussien de variance o2. Les couples (q;, q;); ainsi obtenus servent d’appariements
pour lestimation de F avec les deux méthodes. Enfin, nous mesurons, via notre algorithme
d’évaluation, l'erreur de cette estimation en fonction du niveau de la perturbation (c.-a-d. la
variance o).
Concrétement, nous simulons une matrice de projection perspective donnée par :

700 0 320
P=| 0 700 240 |, (4.81)
0o 0 1

ainsi que des points situés dans un cube de coté égal & 10. La premiére caméra regarde au centre
du cube et se situe a 15 de celui-ci. Afin d’étre le plus exhaustif possible, nous appliquons
deux mouvements a la caméra. Un avec un angle important entre les centres optiques des
caméras et un autre plus faible. Leurs matrices de rotation, notées respectivement R; et Rao,
sont definies par :

T
cos(fr) 0 sin(fk) o1 = 3

Ry 2 0 1 0 avec { and (4.82)
—sin(f;) 0 cos(bk) 0y = %

et leur vecteurs de translation par t; = (20,0,5)T et to = (6,0,0)". La figure 4.8 montre la
projection du cube dans chacune des positions de la caméra.
Nous déterminons aléatoirement (c.-a-d. avec un probabilité uniforme) 50 points 3D Q; dans
ce cube. Nous perturbons ensuite les projections (q;,q;)i—1..50 de ces points dans les images
en ajoutant a chacune de leurs coordonnées pixels (u;,v;)i=1..50 et (u},v})i=1..50 un bruit
Gaussien centré. Nous faisons enfin évoluer la variance o2 de ce bruit de 0 a 2 pixels, de
sorte que les appariements subissent un déplacement maximal relatif de 6 pixels pour 98%
d’entre eux. Pour obtenir des données statistiques significatives, nous effectuons 100 tirages
par niveaux de bruits.

Nous étudions ensuite I'influence du nombre d’appariements sur la qualité de I’estimation
de F. Ainsi nous considérons comme appariements 100 projections (qj, d;)i=1..100 de points
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(1) (I (I

FIGURE 4.8 — Projection du cube dans la caméra en position initiale (I) et dans la caméra
aprés application des transformations rigides [Rq ¢1] (II) et [Rq t2] (I11).

3D (Qi)i=1..100 déplacées avec un bruit Gaussien de variance 0.5. Nous évaluons ensuite F en
augmentant progressivement le nombre d’appariements.

Soulignons enfin que pour '’ensemble des résultats présentés, la méthode globale converge
et fournit un certificat d’optimalité global.

La Figure 4.9 présente ’ensemble des résultats obtenus. La premiére ligne montre tout
d’abord l'influence du bruit sur les erreurs de reprojection avant et aprés raffinement par
ajustement de faisceaux. La deuxiéme ligne montre le nombre d’itérations effectuées par ce
dernier en fonction du bruit. La premiére colonne concerne le premier mouvement [R; 1], et
la deuxiéme le mouvement [Rg to].

Premiérement, nous constatons que les deux méthodes ont la méme précision car, a de
trés légéres différences pres, elles fournissent les mémes erreurs de reprojection finales. De
plus, nous remarquons que les deux méthodes ont un comportement similaire : les erreurs
de reprojection initiale (8pt — Init et Gp — Init) avant et aprés ajustement de faisceaux
(8pt — BA et Gp — BA) sont presque identiques et varient linéairement avec le bruit. Ceci
indique donc que, pour les deux mouvements, la solution initiale est trés proche du minimum
local du probléme de I'ajustement de faisceaux. Ceci indique que le bruit introduit perturbe
peu la précision finale. Cependant, les courbes de la deuxiéme ligne mettent en évidence que
le nombre d’itérations nécessaires & I'ajustement de faisceaux pour converger sont différentes
pour les deux méthodes. L’estimée initiale de la triangulation calculée a partir de Fg), est
plus proche du minimum que celle fournie par Fgy;. Pour le mouvement [R; 1] le nombre
d’itérations de la méthode globale (en vert) reste inférieur a celui de la méthode des 8-points
(en bleu), bien qu'il ait tendance & se réduire pour un bruit élevé (o2 > 1). Ceci indique donc
que, pour un mouvement important, la qualité de ’estimation de F par la méthode globale
reste meilleure méme si elle se dégrade avec le bruit. A l'inverse, pour le mouvement [Ry ts],
les méthodes sont équivalentes car la différence ne devient significative que pour un bruit élevé
(02 > 1). Au bilan, la méthode des 8-points fournit donc une solution de qualité équivalente
a celle fournie par une minimisation globale lorsque le mouvement n’est pas trop grand.
Cependant, elle a tendance a s’en éloigner, tout en restant dans le méme bassin d’attraction,
lorsque le mouvement augmente.

De maniére similaire les deux derniéres lignes montrent, pour une perturbation Gaussienne
de variance égale a 0.5 pixels, 'influence du nombre points utilisés pour estimer F sur les er-
reurs de reprojection et le nombre d’itérations. Nous pouvons remarquer que, pour les deux
mouvements, si on considére un nombre suffisant d’appariements (>50), les deux méthodes
ont des erreurs de reprojection, avant et aprés raffinage par ajustement de faisceaux, relative-
ment proches et ce pour un nombre d’itérations équivalents. Cependant, pour un nombre de
points inférieurs, la qualité de I’estimation par minimisation globale semble meilleure puisque
le nombre d’itérations nécessaires & la convergence est moindre et ce pour une erreur de re-
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FIGURE 4.9 — Pour les deux mouvements, [R1 ¢;] (colonne de gauche) et [Ra t2] (colonne de
droite), erreurs de reprojection (e,) et nombre d’itérations en fonction du bruit (1°%¢ et 2¢me
lignes) et du nombre d’appariements (3°™¢ et 4°™¢ lignes).
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projection équivalente. Ceci indique que, quel que soit le nombre d’appariements utilisées,
I'estimée initiale issue de la triangulation calculée avec Fgy; et celle calculée a partir de Fg,,
sont dans le méme bassin d’attraction. Cependant, lorsque le nombre d’appariements utilisés
diminue, alors I'estimée initiale calculée avec Fgy; s’éloigne de ce bassin, alors que celle calcu-
lée & partir de F;, semble y demeurer. Afin de confimer ce comportement, nous avons testé,
pour le mouvement le plus grand [R; 1], 'influence du nombre de points sur les erreurs de
reprojection et le nombre d’itérations mais avec un bruit gaussien de variance égale a 1 pixel.
Les résultats sont présentés sur la Figure 4.10.

[ [ [ [ [ 12
16 -o- 8pt-BA | 11
z = 8pt—Init 10
e —~ 9
&~ B8
_ 5 7
= ~ 6
g 0.6 5
4 [ |
04 | | | | | | | | 3 | | | | | | | |
10 20 30 40 50 60 70 80 90100 10 20 30 40 50 60 70 80 90100
Nombre de points Nombre de points

FIGURE 4.10 — Pour le mouvement [R; t], erreurs de reprojections (e, ) et nombre d’itérations
en fonction du nombre de points pour un bruit gaussien de variance égale a 1.

Ces derniéres courbes confirment notre analyse puisque ’estimée initiale calculée & partir
de Fg, est toujours plus proche du minimum local que celle calculée a partir de Fg,. En
effet, quelque soit le nombre de points, le nombre d’itérations est plus faible. Cependant, ce
phénoméne s’atténue lorsque le nombre de points augmente.

Cette premiére étude souligne que la qualité des deux méthodes est presque identique
lorsque :

— l'angle entre les prises de vues n’est pas trop important

— le nombre d’appariements est suffisant

— le bruit n’est pas trop élevé
Lorsqu’un de ces paramétres varie trop, ’algorithme des 8-points semble perdre en précision
tandis que 'approche globale reste compétitive. Ceci est logique d’un point vue de mathé-
matique car la méthode des 8-points fournit la projection d’un minimum global sur I’espace
des contraintes. Celui-ci a tendance a s’éloigner du minimum global fourni par notre méthode
lorsque le conditionnement numérique de (4.78) se dégrade.

Résultats sur cas réels. Afin de confirmer nos premiéres constatations, nous mesurons
emit(F), esa(F) et Iter(F) sur plusieurs cas réels. Tout d’abord nous utilisons les images
présentées dans la Figure 4.11, car elles permettent de couvrir toutes les configurations épi-
polaires possibles (épipoles droit ou gauche a l'infini...). Pour toutes les paires d’images, nous
disposons de 60 appariements pour réaliser les estimations de F. Les résultats sont présentés
dans le tableau 4.11. En outre, nous avons choisi, pour cette série d’images, de faire apparaitre
le temps de calcul nécessaire a chaque algorithme pour fournir une estimation.

Ces résultats soulignent que, quel que soit la paire d’images, les erreurs de reprojections
et le nombre d’itérations sont toujours meilleurs lorsque F, est utilisée comme initialisation.
De plus, notre hypothése semble se confirmer car, sur 3 configurations différentes (A — C,
A —D et C— D), l'initialisation issue de la méthode des 8-points n’est pas dans le bon bassin
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d’attraction, contrairement a celle calculée via F¢,. Pour quatre configurations (A—B, B—C,
B — D et B — D), les deux initialisations sont dans le bon bassin d’attraction, mais le nombre
d’itérations souligne que la solution globale est toujours plus proche de 'optimum. Remar-
quons de surcroit que le temps de calcul de notre méthode (2 secondes en moyenne), bien
que beaucoup plus élevé que la méthode des 8-points, reste compatible avec une utilisation
pratique.

Dans le but d’étre le plus exhaustifs possible et de nous confronter & des cas difficiles, nous
avons réalisé les mémes tests sur plusieurs séries d’images, Library et Merton, mises a dis-
position par le Visual Geormetry Group d’Oxford (disponibles sur le site www.robots.ox.ac.
uk/"vgg/data/data-mview.html). Ces résultats sont présentés sur les figures 4.12, 4.13,4.14
et 4.15. Nous avons également effectué les mémes tests sur deux autres paires, moins conven-
tionnelles, d’images. Pour la premiére paire, nous avons utilisé les images d’un cylindre étalon,
utilisé pour évaluer la précision des reconstitutions en 3D, gracieusement fournies par la so-
ciété NOOMEO (http://www.noomeo.eu). Les points appariés sont calculés a 1'aide d’une
méthode de corrélation d’images numériques. Ils sont situés dans une fenétre au centre du cy-
lindre. Ainsi, nous obtenons 6609 paires (q;,q;); appariées avec une précision sous-pixelique.
Les résultats sont présentés dans le tableau 4.11. Pour la seconde paire, nous avons utilisé des
images prises par un endoscope et dont les points appariés se situent sur une zone décentrée
de I'image. Le tableau 4.39 présente les résultats obtenus sur ce cas difficile.

L’ensemble des résultats présentés confirme, sur des cas difficiles, que la qualité de la solu-
tion globale est meilleure, méme si dans certains cas elle est trés proche de la solution proposée
par l'algorithme des 8-points. En effet, sur la série Library, les résultats sont trés proches,
ce qui souligne le fait que Fgy, la projection de la solution du probléme sans contraintes,
fournie par I'algorithme des 8-points est tres proche de Fg,, la solution globale du probléeme
avec contraintes fournie par notre méthode. Par contre, sur certaines paires (1 — 3 de la série
Mertonl, 1—-2,1—3 de la série Merton2 et 1 —2,1—3 de la série Merton3) la solution Fg,;
est éloignée de la solution globale F¢),. Par conséquent, les matrices de projections extraites
de Fg,; ne permettent par a I’ajustement de faisceaux projectif de converger vers une solution
aussi précise que lorsque ce dernier est initialisé avec les matrices de projections extraites
de Fgp. Ceci souligne donc que I'écart a I'optimum global dans le probléme de 'estimation
de la matrice fondamentale peut, dans certains cas, se traduire par un écart important des
solutions pour 'ajustement de faisceaux projectif. Pour le test réalisé sur le cylindre, nous
observons que le temps de calcul de la méthode des 8-points est supérieur & la seconde.
Ceci est dit au grand nombre de points appariés qui conduisent & la résolution d’un systéme
linéaire de grande taille. Cependant, comme les points sont précisément appariés, ce systéme
est bien conditionné. Mais la qualité de la matrice fondamentale estimée avec la méthode des
8-points n’est pas suffisante pour initialiser correctement ’ajustement de faisceaux. Dans le
méme temps, méme si le nombre d’itérations est plus grand, notre méthode globale fournit
une bonne estimation, car I’erreur de reprojection finale est de 0.25 pixels. En outre, le temps
de calcul reste constant (environ 2 secondes). Pour la derniére paire d’images prises par un
endoscope, nous observons que la matrice fondamentale estimée par notre méthode globale est
de bonne qualité, car 'erreur de reprojection finale est de 0.93 pixels. Dans le méme temps,
I’ajustement de faisceaux met plus d’itérations & converger vers une solution moins précise
lorsque nous l'initialisons avec les matrices de projections issues de Fgy;.

Afin d’approfondir notre étude, nous avons testé I'influence de 'amplitude du mouvement
sur la qualité des estimations proposées par les deux approches. Pour cela nous avons utilisé
deux séries pour lesquelles les images ont été prises par une caméra dont les centres optiques
sont coplanaires. Ensuite, nous avons utilisé le mode opératoire suivant : nous avons estimé
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la matrice fondamentale pour toutes les paires d’images possibles 0 — 1,1 — 2,2 — 3, ... puis
nous avons calculé les trois critéres d’évaluation pour chacune des matrices obtenues. Ceci nous
fournit donc la moyenne des critéres d’évaluation en fonction d’un angle moyen entre les centres
optiques des caméras (I’angle entre deux vues pouvant étre extrait des matrices de projections
perspectives). Ensuite, nous renouvelons le processus pour les paires d’images 0 —2,1—3,2 —
4, ... et ainsi de suite jusqu’aux paires ol nous disposons d’au moins 10 appariements. Comme
dans la sous-section 4.1.2, nous pouvons, avec ce procédé, mesurer 'influence de ’angle moyen
sur les moyennes des critéres d’évaluation pour chacune des deux méthodes. La figure 4.5
résume ce processus. Nous avons réalisé ce test sur deux séries d’images, Dinosaur (36 vues)
et House (9 vues). Ces séries sont mises a disposition par le Visual Geometry Group d’Oxford
et fournies dans les Annexes B et D. Les figures de 4.18 4 4.23 montrent la moyenne des erreurs
reprojection ainsi que le nombre d’itérations moyen par rapport a I’angle moyen pour les deux
séries d’images.

Nous pouvons remarquer que ’erreur de reprojection finale est toujours plus faible lorsque
I'ajustement de faisceaux est initialis¢ avec Fj,. Ensuite, on observe logiquement que plus
I’angle moyen augmente, plus 'erreur de reprojection finale se dégrade. Cependant, ce compor-
tement est atténué lorsque 'ajustement de faisceaux est initialisé avec Fg;,. Nous observons
également que, dans certains cas, 'erreur de reprojection initiale est plus faible avec Fygy;
qu’avec Fgy,. Ceci peut étre dit au fait que l'initialisation issue de Fgy; est dans un bassin
d’attraction d’'un minimum local de moins bonne qualité que celui du bassin d’attraction as-
sociée a Fyp,. Mais, dans ce cas, la distance séparant ’estimée initiale et le minimum local est
plus importante pour F¢, que pour Fg,, car le nombre d’itération est plus importante pour
Fgp que pour Fgy.

4.1.4.4 Conclusion

Nous avons, dans cette section, exposé le couplage de notre méthode d’optimisation globale
& un probléme d’estimation de la matrice fondamentale. Aprés avoir exposé ’état de ’art des
méthodes d’estimation, nous avons motivé le choix du probléme sur lequel nous avons réalisé
ce couplage. Nous avons ensuite détaillé la méthode concurrente que nous avons choisie pour
comparer notre algorithme, ainsi que les critéres utilisés pour évaluer leurs performances
respectives. Les résultats, issus de cas réels et synthétiques, ont montré que ’algorithme global
se révélait plus précis et plus robuste. De surcroit, les temps de calculs, qui sont souvent le
défaut des méthodes d’optimisation globale, restent raisonnables et autorisent une utilisation
pratique de notre approche.
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Vues | Epipoles €Init EBA Iter(F) Temps

e | ¢ Fspy | Fap Fspe | Fap | Fspe | Fap | Fspe | Fop
A|B || o | 0597617 | 0.65270 | 0.00252 | 0.00252 6 6 0.017 | 2.39
AlC|le| © 5.61506 | 5.61996 | 2.48258 | 0.00342 | 122 | 175 | 0.017 | 1.98
A|D || «= 21.0855 | 21.5848 | 4.74837 | 0.00344 | 105 30 | 0.017 | 2.12
B|Cl|ow| o 2.49098 | 1.91136 | 0.00260 | 0.00260 | 17 12 | 0.018 | 1.97
B|D|ow| e 22.0071 | 23.6253 | 0.00268 | 0.00268 | 122 81 | 0.018 | 1.92
C|D|w| = 28.6586 | 28.6174 | 16.6507 | 0.25921 | 39 | 1001 | 0.018 | 2.1

FIGURE 4.11 — Erreur de reprojection avant (ern; ) et aprés (epa) ajustement de faisceaux,
nombre d’itérations (Iter(F)), et temps de calcul pour estimer F (Temps), obtenus en combi-
nant les paires d’images A, B, C et D
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Vues | nb Points Elnit EBA Iter(F) Temps

Fspy | Fop Fspy | Fap Fsp | Fop | Fape | Fap
112 310 18.27449 | 18.32095 | 11.39809 | 11.287591 65 57 | 0.035 | 2.05
3 439 61.84817 | 63.79435 | 41.81854 40.2224 29 28 1 0.020 | 2.22
13 439 42.67438 | 42.23867 | 28.65971 | 27.90128 40 32 | 0.043 | 2.10

FIGURE 4.12 — Erreur de reprojection avant (e ) et aprés (epa) ajustement de faisceaux,
nombre d’itérations (Iter(F)), et temps de calcul pour estimer F (Temps), obtenus en combi-
nant les paires d’images de la série Library

1 2 3
Vues | nb Points €lInit E€BA Iter(F) Temps
Fsp; Fgp Fgp; Fap, | Fspe | Fgp, | Fepr | Fop
112 485 15.1771 15.3126 9.8859 9.7360 77 55 | 0.048 | 2.02
3 439 61.84817 | 63.79435 | 41.81854 | 40.2224 29 28 | 0.020 | 2.22
113 384 51.3128 2.3690 7.5245 0.56180 5) 52 | 0.040 | 2.71

FIGURE 4.13 — Erreur de reprojection avant (e ) et aprés (epa) ajustement de faisceaux,
nombre d’itérations (Iter(F)), et temps de calcul pour estimer F (Temps), obtenus en combi-
nant les paires d’images de la série Mertonl
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Vues | nb Points €lnit EBA Iter(F) Temps

Fspy | Fap Fspe | Fap | Fspe | Fap | Fspe | Fop
1]2 345 24.7158 | 29.6530 | 14.0481 | 2.7599 69 42 1 0.037 | 2.91
3 197 143.431 | 154.880 | 73.8776 | 72.8977 14 19 | 0.026 | 2.52
13 270 99.8109 | 77.9734 | 30.3824 | 15.6367 38 32 | 0.031 | 2.37

FIGURE 4.14 — Erreur de reprojection avant (e ) et aprés (epa) ajustement de faisceaux,
nombre d’itérations (Iter(F)), et temps de calcul pour estimer F (Temps), obtenus en combi-
nant les paires d’images de la série Merton2

1 2 3
Vues | nb Points €Init E€BA Iter(F) Temps
Fgp; Fa, Fgp; Fg, | Fspe | Fap, | Fspr | Fop
12 400 62.7290 68.6030 | 52.6557 | 23.1740 5 32 | 0.041 | 3.03
3 197 135.950 140.801 | 83.3365 | 76.8614 13 14 | 0.025 | 2.52
1|3 264 116.7659 | 118.1754 | 24.7184 | 13.5496 9 11 0.032 | 2.39

FIGURE 4.15 — Erreur de reprojection avant (e ) et aprés (epa) ajustement de faisceaux,
nombre d’itérations (Iter(F)), et temps de calcul pour estimer F (Temps), obtenus en combi-
nant les paires d’images de la série Merton3

Page 119



Chapitre 4. Application a la vision multivues

Vues | nb Points €lInit E€BA Iter(F) Temps
Fgp; \ Fgap Fgp; \ Fg, | Fsps \ Fap | Fspy \ Fg,
[1]2] 6609 |6.3142 | 6.4021 [ 1.4701 | 0.2531 | 401 [ 237 | 1.23 | 2.33 |

FIGURE 4.16 — Erreur de reprojection avant (e, ) et aprés (epa) ajustement de faisceaux,
nombre d’itérations (Iter(F)), et temps de calcul pour estimer F (Temps), obtenus pour la
paire d’images Cylindre. Les points appariés sont situés dans la boite englobante bleue.

Vues | nb Points €lInit eBA Iter(F) Temps

Fgp; \ Fga, Fgp; \ Fa, | Fspy \ Fap, | Fspy \ Fg,
|1]2] 730 |5.6624 | 5.6366 | 3.8566 | 0.9386 | 163 | 401 | 0.07 | 1.69 |

FIGURE 4.17 — Erreur de reprojection avant (ep;; ) et aprés (epa) ajustement de faisceaux,
nombre d’itérations (Iter(F)), et temps de calcul pour estimer F (Temps), obtenus pour la
paires d’images Endoscope
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FIGURE 4.18 — Moyenne des erreurs de reprojection initiales en fonction de I'angle moyen
entre les centres optiques des caméras pour la série Dinosaur
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FIGURE 4.19 — Moyenne des erreurs de reprojection finales en fonction de I’angle moyen entre
les centres optiques des caméras pour la série Dinosaur
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FIGURE 4.20 — Nombre d’itérations moyen effectués par I’ajustement de faisceaux en fonction
de ’angle moyen entre les centres optiques des caméras pour la série Dinosaur
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FIGURE 4.21 — Moyenne des erreurs de reprojection initiales en fonction de I’angle moyen
entre les centres optiques des caméras pour la série House
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FIGURE 4.22 — Moyenne des erreurs de reprojection finales en fonction de I’angle moyen entre
les centres optiques des caméras pour la série House
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FIGURE 4.23 — Nombre d’itérations moyen effectués par I’ajustement de faisceaux en fonction
de ’angle moyen entre les centres optiques des caméras pour la série House
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4.2 Application de la programmation rationnelle a la triangu-
lation multivues

4.2.1 Rappels de reconstruction 3D multivues

L’objectif de ce paragraphe est de rappeler les principes mathématiques de la reconstruc-
tion 3D multivues. Plus largement, nous présenterons dans ce paragraphe la modélisation
d’une caméra puis son extension au cas générique de n caméras. Le but de 'étape de re-
construction 3D est de déterminer les coordonnées, dans un repére donné, de chaque point
d’un nuage 3D. Nous distinguerons ici deux types de problémes qui, une fois résolus, four-
nissent les coordonnées 3D recherchées : I’ajustement de faisceaux et la triangulation.
Mathématiquement, ces deux problémes sont issus du méme probléme d’estimation au sens
des moindres carrés dans lequel plus ou moins d’inconnues sont fixées. Pour 'ajustement de
faisceaux certains, voire tous les paramétres autres que les coordonnées 3D sont des inconnues,
tandis que pour la triangulation, seules les coordonnées sont des variables d’optimisation. Ces
autres coefficients sont dits de calibrage dont on distingue deux catégories : les parameétres
intrinséques et les paramétres extrinséques. Les paramétres intrinséques représentent
les données internes d’une caméra tels que la taille et la forme des pixels ou les coefficients
permettant de corriger les distorsions géométriques induites par 'objectif. Les paramétres
extrinséques, représentés par une transformation rigide (i.e. composée d’une rotation et
d’une translation) décrivent la position et l'orientation d’une caméra par rapport au repeére
de la scéne. Ces parameétres sont nécessaires & 'obtention d’un point 3D par triangulation &
partir de points appariés dans différentes images. Cependant, comme nous le verrons par la
suite, il peuvent aussi étre estimés en méme temps que les points 3D.

Nous introduirons dans un premier temps la modélisation mathématique permettant de
transformer un point 3D de la scéne & observer en un pixel de I'image. Puis, nous étendrons
cette modélisation au cas d’un banc stéréoscopique (2 caméras) et enfin au cas de n caméras.
L’ensemble de ces modélisations nous permettra d’introduire le principe du calibrage. Nous
détaillerons pour chaque cas le probléme d’optimisation numérique associé.

La formation d’une image. Une caméra est un systéme composé de deux parties dis-
tinctes : un détecteur et un systéme optique (objectif) focalisant la source (scéne a observer)
sur le détecteur. Si dans un premier temps on néglige les effets géométriques du systéme
optique, on obtient une modélisation parfaite appelée sténopé. Dans cette modélisation, la
transformation P qui associe un point Q de ’espace 3D & observer R™ & un pixel q de I'image,
est linéaire dans l'espace projectif P3. Elle est composée de trois transformations distinctes.
Tout d’abord, une transformation T qui déplace Q du répére de la scéne RY vers le repére
de la caméra R¢ dont Dorigine est son centre optique C. On notera Q, le point 3D ainsi ob-
tenu. Cette transformation est définie par la composée d’'une rotation R 2 (rij)i; et d'une
translation t £ (tz,ty,t.) et representée, dans P3, par la matrice T :

11 T2 T13 Iz

T 2 ro1 T2 T23 1ty (4.83)
r31 T2 T33 i '
0 0 0 1

Les coefficients de T sont les paramétres extrinséques décrivant la position et ’orientation
de la caméra par rapport au repére de la scéne. Ensuite, une transformation, fonction de
Ioptique, projettant Q sur le repére du capteur, appelé plan rétinien. Cette transformation,
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notée Py, est linéaire de P? dans P2. Elle est donc représentée par matrice 3x4 définie par :

f 000
P; £ (0 f 00 (4.84)
0010

ou f, la distance du plan image au centre optique, donne le facteur d’échelle de la projection.
Enfin, une derniére transformation linéaire A, de P? dans P2, représentant la conversion des
coordonnées rétiniennes en pixels. Elle est définie par :

A £ 0 ay ¢ (4.85)

ou :
— ag et ay représentent le nombre de pixels par unité de mesure (exprimé en pixels par
millimétres) suivant les vecteurs directeurs du plan image o et T
— Le parameétre s £ o, cot(u v), appelé facteur d’inclinaison (skew factor en anglais),
exprime le défaut d’orthogonalité des vecteurs directeurs du plan image @ et ¥. Cet
angle est généralement considéré comme étant égal 4 90°, conduisant & fixer s & zéro.
— Le point ¢ = (¢g,¢y) est appelé le point principal et correspond a la projection du
centre optique C de la caméra sur le plan image. Sa position est, en pratique, proche du
centre de l'image.
La composition des deux transformations précédentes génére K la matrice des paramétres
intrinséques d’une caméra :

N fr 5 ¢
K=10 f, ¢ |= APf, (4.86)
0O 0 1

avec fy 2 oy fet fy 2 ayf. L'ensemble des variables (fz, fy, ¢z, ¢y, s) ainsi sont appelés
les parameétres intrinséques de la caméra. Ainsi, la composition de ces trois transformations
permet d’associer Q un point 3D de la scéne observée, a q, un pixel de 'image. Elle est linéaire
de P? dans P? et s’écrit :
P3  P?
Q—q=APfTQ. (4.87)
——

llee>

P

La matrice P € M34(R) est appelée matrice de projection perspective associée a la

caméra. Cette application peut aussi étre viue comme une fonctionelle rationnelle de R? dans
R?, notée fp, définie par :

fp: R® — R2 (4.88)

r11Q1 + r12Q2 + r13Q3 + 1,

“r31Q1 + r32Q2 + r33Qs + ¢

+ Cy

721Q1 + r92Q2 + 723Q3 +
Yr31Q1 + r32Qa + r33Qs + ¢
ou de maniére équivalente & I'aide la matrice de projection perspective P = (p; ;)i ; :
fp: R® +— R2? (4.89)
p11Q1 + p12Q2 + p13Q3 + p1a
p31Q1 + p32Q2 + p33Q3 + p3a

Cy

P21Q1 + p22Q2 + p23Q3 + P2y
p31Q1 + p32Q2 + p33Q3 + paa
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Notons que pour la suite du document, on identifiera indifféremment fp avec la fonctionnelle
(K, T,Q) — fp(K,T,Q). L’ensemble de ces trois transformations sont représentées sur la
figure 4.24.

Z

C
Y.

FIGURE 4.24 — Les trois transformations linéaires du modéle sténopé. La premiére envoie
le repére R"™ de la scéne dans celui centré sur la caméra R°. La seconde projette R dans le
plan rétinien. Enfin la derniére, exprime le repére ainsi projeté dans le repére de 'image.

Cependant, ce modéle linéaire ne permet pas de prendre en compte les distorsions géné-
rées par les lentilles de l'objectif. Bien qu’il existe plusieurs modéles pour corriger ces dé-
fauts [Cornille 2005], nous nous limiterons, pour les besoins applicatifs de notre approche
globale, au modéle dit paramétrique. Ce modéle permet de corriger plusieurs types de dis-
torsions : radiales, prismatiques et de décentrage. Dans ce modéle, un point m = (z,y)"

dans le repére du capteur (Z,,7:) est distordu en un point m = (Z,7)' au moyen de la
transformation polynomiale suivante :
D: R2 > R2 (4.90)

m - W2m+ A (m)+ Ag(m) + Ay(m)
ou :
— A, défini par :
(22 + )

3
Rk

Am) £ |7 (4.91)
2,
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représente le vecteur de correction radiale associé au vecteur de distorsions (k1, k2, K2)
— Ay défini par :

(4.92)

2 2
Ag(m) N ( 2dyxy + do(32° + y*) )

2dyxy + d2(£C2 + 3y2)

représente le vecteur de correction de décentrage associé au vecteur de distorsions
dy,do)"
(d1,d2)

— Ay défini par :

Ay(m) £ < pi(@? + ) ) (4.93)

p2(2? +y?)

représente le vecteur de correction prismatique associé au vecteur de distorsions (p1, 102)T
Ce modéle est généralement désigné sous la forme d’un acronyme (cf. [Cornille 2005]). Par
exemple, pour le modéle complet que nous venons de présenter, I’acronyme est R3D1P1.
En pratique, on se contente souvent d’utiliser un modéle radial, noté R3, variant de 1 a
3 paramétres. Lorsque les distorsions sont prises en compte, le vecteur de coefficients les
représentant vient s’ajouter aux variables (fy, fy, ¢z, ¢y, s) dans le vecteur de paramétres in-
trinséques. L’application de ces corrections intervient aprés ’application de 'opérateur de
projection canonique Wy de P? dans R? (cf. (4.19)) et avant 'application de la matrice de
paramétres intrinséques K, donnant lieu a la transformation suivante :

P3 — P2 (4.94)

@ e qui(PTO)

Cette application n’est donc plus linéaire de P? dans P2, mais se développe en une fonctionnelle
rationnelle de R? dans R?, notée fp, donnée par :

fp: R® — R? (4.95)

avec D; £ m; oD o 7 désigne la 1™ projection canonique. A linstar de fp, on identifiera
indifféeremment fp et (K, k,T,Q;) — fp(K, x, T, Q). Précisons ensuite que, dans la définition
de fp, TQ est exprimé dans R? puisque sa derniére coordonnée n’est jamais nulle. En effet,
si tel était le cas, le point TQ serait dans le plan du capteur (C, ch, 70), ce qui est physi-
quement irréaliste. Il est, en outre, important de constater que les degrés des numérateurs et
dénominateurs de la fonctionnelle fp entrainent des comportements fortement non-linéaires
que nous développerons par la suite.

Suivant la modélisation introduite précédemment, calibrer une caméra, représentée a
'aide d’un modéle radial R3, consiste & déterminer les parameétres (fy, fy, ¢z, ¢y, f), les para-
meétres de distorsions radiales (K1, ko, k3) ainsi que la matrice de rotation R et le vecteur de
translation t. En pratique, certains paramétres peuvent étre fixés comme (¢, xy) que ’on peut
contraindre a se situer au centre de I'image. Notons que dans le cas ot I’on néglige les distor-
sions de I'objectif, on peut déterminer directement les 12 coefficients de la matrice P. Prati-
quement, afin d’estimer ces parameétres, on dispose d’un ensemble de p points 3D (Q;)i=1..p
fournis par une mire étalon. Cette mire est déplacée ¢ fois devant la caméra. A chaque position
j de la mire est associé 7?,;“ un repére 3D et, par conséquent, une transformation rigide T
permettant de localiser R;“ par rapport & R°. Notons que, pour chaque déplacement, R;” est

un repére associé a la mire dans lequel elle se situe sur le plan (ij, 7wj,0). On suppose

Page 127



Chapitre 4. Application a la vision multivues

connues, pour chaque position j de la mire, les p projections (qg)izlmp des points 3D (Qj)i=1...p-
Il y a donc en tout p x ¢ données mesurées. Dénombrons alors le nombre d’inconnues : (94 3)q
pour les parameétres de chaque transformation rigide T, 5 paramétres intrinséques et les 2p
coordonnées spatiales des points de la mire (puisque chaque coordonnée selon 7wj est nulle).
Il y a donc en tout 2pg équations pour 12¢q + 2p + 4 inconnues. Remarquons que ce nombre
diminue lorsque la rotation R, de T; est paramétrée a I'aide d’un vecteur de rotation ins-
tantané ou d’'un quaternion. Ainsi, pour une expérience classique avec une mire comportant
81 points et déplacée 10 fois, il y a 1620 équations pour 286 inconnues. Par conséquent, si
on néglige les distorsions géométriques, on dispose alors d’un systéme linéaire d’inconnues
(fas [y, €25 €y, (Qi)i) largement surdéterminé :

q = KT;Q;  Y(i,j)e{l,....p} x {1,...,q}. (4.96)

Ce systéme, résolu a l'aide d’'une méthode classique d’algébre linéaire comme la Décompo-
sition en Valeurs Singuliéres, fournit une premiére estimation des paramétres intrinséques.
Cependant, attendu que les données mesurées peuvent étre entachées d’erreurs, ce systéme
peut étre mal conditionné. Il convient donc de raffiner les solutions de (4.96) en résolvant le
probléme d’estimation au sens des moindres carrés suivant :

q p
; J_ .02
in 2 ) et — (K, Ty, Qo). (4.97)
j=1li=1
Il est aussi possible de rajouter le vecteur de distorsions radiales x parmi les inconnues en
utilisant la fonctionnelle fp. On obtient alors le probléme :

q p
; J .02
o 3l oK.k T Q) 5 (4.98)
Jj=1li=1
Ces deux problémes sont classiquement résolus a ’aide de I'algorithme de Levenberg-Marquardt
initialisé avec la solution de (4.96) et x = (0,0,0)".

Une fois la caméra calibrée, trianguler consiste & retrouver les coordonnées 3D d’un
point connaissant ses projections dans les images. Remarquons que dans le cas mono-caméra,
connaitre la projection q dans 'image d’un point 3D Q ne suffit pas & retrouver ses coor-
données spatiales. En effet, on ne disposerait alors que de deux équations pour estimer trois
inconnues. Afin de pallier ce défaut et d’introduire le probléme de la triangulation, étudions
la modélisation d’un banc stéréoscopique.

Modélisation d’un banc stéréoscopique. Considérons un systéme de numérisation com-
posé de deux caméras, notées caméra 1 et caméra 2. La modélisation de ce systéme se fait en
utilisant la modélisation mono-caméra précédente pour chacune des deux caméras et en ajou-
tant une transformation rigide, dite stéréoscopique et notée T1_,o, permettant de déplacer
le repére R{ de la caméra 1 vers RS, celui de la caméra 2. On note :
— (fF, c’;, #¥) les paramétres intrinséques de la k™ caméra (6, et 6o étant considérés
comme égaux a 90°). Dans le cas sans distorsions, la matrice de paramétres intrinséques
de la caméra k est notée K.
= (1) et (t;,ty,t) les coefficients de T2 correspondant respectivement a la rotation
R’ et a la translation t'.
L’ensemble de ces transformations sont rappelées sur la figure 4.25. Si on néglige dans un

premier temps les distorsions géométriques des deux caméras, la transformation permettant
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FIGURE 4.25 — Transformations linéaires d’un banc stéréoscopique.

d’associer Q a ses deux projections q et g’ dans les images 1 et 2 est linéaire de P? dans
P? x P2. Elle est donnée par ’expression suivante :

P3 — P? x P2
Qo <q> N ( K, TQ ) (4.99)
q9)  \ KT .TQ
En outre, il est possible de construire une matrice fondamentale F & partir de ces transfor-
mations :
F = K;'EKo, (4.100)
(4.101)

ou la matrice E est définie par :

0 —t!

—t 0

Ay ’ / / /
E = Tar To2 To3 t

T T2 Tl 0 —t t@
(4.102)

/ /
31 T32 T33

~

\

~"

4 A
R :[t/] X

La matrice E est appelée matrice essentielle. A l'instar de la matrice fondamentale, si
I’on connait les parameéres intrinséques de chacune des caméras, il existe plusieurs techniques
numériques pour estimer E et retrouver ainsi R’ et t'. Nous ne développerons pas ici ces
méthodes mais, pour plus de détails sur ces approches et les propriétés théoriques de E, le
lecteur pourra se référer a [Hartley 2003]. Par analogie au cas mono-caméra, la fonctionnelle
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rationnelle induite s’écrit :

R? — R? x R?
Qe <q> _ ( fp(K1, T, Q) ) (4.103)
ql fp (K27 T1-2T, Q)
En considérant ensuite les distorsions géométriques, on obtient la fonctionnelle rationnelle :
R? — R? x R?
Qe <q> _ < fp(K1, #', T, Q) > (4.104)
q/ fD (KQ, 162, TlHQT’ Q)

ol Df désigne la i®™° projection de la fonction de distorsions (4.90) associée & la k*™® caméra.
Par analogie au cas mono-caméra, pour une expérience de calibrage ot une mire de p points
est déplacée ¢ fois devant un banc stéréoscopique, on doit tout d’abord résoudre le systéme
linéaire & 4pq équations et 12g + 2p + 2 x 4 + 12 inconnues (les douze nouvelles inconnues
étant les coefficients de T1_,2) défini par :

J
q; EKleQZ' ..
i V@i, 5) e {l,....p} x {1,...,q}. 4.105

La solution obtenue est peut ensuite étre raffinée en résolvant :

q P
— fp(Ky, T | fp(Ka, T1-2T;, Q)3 4.1
i o ;;qu P (K1, T, Q)3 + |0 — fp (K, T2 Ty, Q)13 (4.106)

ou utilisée comme initialisation du probléme d’estimation au sens des moindres carrés suivant :

q P
min 2 Z la] — fo (K1, 5%, T3, Q)3 + a7 — fo(Ka, 5%, T1oT;, Q)[3. (4.107)
K, ,kk ,T1-2,T;,Q; j=14i=1

Ce probléme, trés classique en vision par ordinateur, est appelé ajustement de faisceaux

(Bundle Adjustement en anglais), car les termes fp (K1, &, T;, Qi) et fp (Ko, K2, T1-2T;, Q))
représentent deux faisceaux issus des centres optiques de chacune des caméras et s’intersec-

tant en Q;. Le but de la résolution de (4.107) est donc d’ajuster itérativement les faisceaux

pour que leur intersection avec les plans images soient les plus proches possibles des données

mesurées et ce, en jouant sur les paramétres de calibrage et les points 3D. Lorsque les caméras

sont calibrées, trianguler un point 3D Q consiste alors & retrouver 'intersection des faisceaux

a partir de ses projections q et q’. Classiquement la reconstruction 3D s’effectue dans le repére

de la premiére caméra, la transformation T est donc égale a 'identité. Ainsi, la formulation

linéaire est donnée par :

{ q=KiQ (4.108)

q = KT »Q
ou P1, P3y et Tq_,2 sont fixées. Par suite, ’étape de raffinage non-linéaire se formule :
K 2 K 2 K,T) 2 KyT) 2
min(ql_(lQ)l> +(q2_(1Q)2> +<q’1_(212Q)1> +(q’2_(212Q)2>
Q (K1Q)3 (K1Q)s (KoT1-2Q)3 (K2T1.2Q)3
(4.109)
A Tinstar du calibrage, selon que ’on prenne en compte ou non les distorsions, en résolvant :

p
i — fp (K, It, Q)2 ' — tp (K, T1o9, Qi) |2 4.11
Kk,"Irang,Qi;”qz P (K1, 14, Q)3 + d; — fp(Ka, T1-2, Qi) 3, (4.110)
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ou

p
min Z qu _fD(KlaFﬂlan’)“% + Hq'i —fD(KQ,K/Q,Tl_)Q,Qi)H%, (4.111)
Kkank7T1—>27Qi i=1

il est possible de reconstruire tous les points par ajustement de faisceaux tout en réestimant
I’ensemble des paramétres de calibrage. Remarquons que cette réestimation peut améliorer
de maniére significative la précision des paramétres de calibrage. Il est important de souli-
gner que la précision finale de (4.110) ou de (4.111) dépend directement de la précision avec
laquelle les appariements (q;,q’;); sont calculés. Or, les techniques de corrélation d’images
numériques [Sutton 2009, Harvent 2010| permettent, a partir d’un systéme calibré, des mises
en correspondances beaucoup plus fines que les méthodes classiques d’extraction de points
de mires. De plus, on dispose & l'aide de ces techniques d’'un nombre beaucoup plus impor-
tant d’appariements. On comprend dés lors tout l'intérét d’effectuer un recalibrage en méme
temps que la reconstruction 3D d’un nuage de points. Dans le cas sans distorsions, il est aussi
possible de reformuler (4.106) comme un probléme d’estimation de pose a 'aide des matrices
de projection perspective P et Py :

Lo (P1Q)1)° (P1Q:)2 ) ;o (PaQi)r ) ;o (PaQi)2)
Plr}%’IQQi; <Q1 (Ple’)3> " <q2 (P1Q¢)3> " (ql (P2Qi)3> " (q2 (PQQi)3> '
(4.112)
Ce probléme posséde légérement plus d’inconnues que (4.106) : 24 + 3p au lieu de 19 +
3p. Notons que (4.112) correspond au probléme (4.80) succinctement énoncé dans la sous-
section 4.1.4.

Par analogie au cas mono-caméra, nous présentons dans le paragraphe suivant la recons-
truction 3D multivues comme une extension de la modélisation du systéme stéréoscopique.

Reconstruction 3D multivues. La modélisation mathématique de I’étape de reconstruction
3D multivues se fait de maniére analogue & la modélisation d’un banc stéréoscopique & partir
du cas mono-caméra, c’est-a-dire en utilisant le paramétrage mono-caméra auquel on ajoute
des transformations rigides afin de localiser le repére des caméras par rapport a un repeére
de référence. Supposons, sans perte de généralité, que la reconstruction 3D s’effectue dans
le repere de la premiére caméra R{. Raisonnons de maniére incrémentale et considérons la
modélisation d’un banc stéréoscopique tel que nous ’avons défini plus haut. Si on ajoute
une nouvelle caméra a ce systéme, il est nécessaire de définir une transformation rigide T_,3
permettant de localiser R§ par rapport a R{. Il existe deux maniéres de définir une telle
transformation : soit directement, soit en définissant une transformation intermédiaire To_,3
qui repére R§ par rapport & RS de sorte que T13 = Ta_,3 0 T1_2. L’ensemble de ces
transformations est représenté sur la figure 4.26. Théoriquement ces deux approches sont
équivalentes. Mais en pratique, le choix est étroitement lié & la configuration spatiale du
systéme et au choix du repére. En effet, plus le mouvement entre les caméras 1 et 3 sera

//,Z?)

dont on disposera pour estimer T;_,3 sera faible et entaché d’erreurs (dues par exemple &

important ou assujetti & une importante rotation, plus le nombre de correspondants (qf ,q

des variations d’illumination ou une rotation importante de 'image), auquel cas on aura
tout intérét a calculer To_,3. Cependant, introduire dans la modélisation des compositions de
transformations (et donc des multiplications entre leurs coefficients) se fait au détriment de
l'augmentation du degré (et donc de la non-linéarité) de la fonctionnelle & minimiser. De plus,
lors de la phase de triangulation issue d’une modélisation utilisant de telles compositions, les
erreurs d’estimation de Tq_,9 et de To_,3 vont se cumuler sur le calcul des faisceaux de la
troisiéme caméra. On comprend dés lors que si le mouvement entre la caméra 1 et la caméra 3
reste équivalent a celui entre la caméra 2 et la caméra 3, il sera plus avantageux ne pas utiliser
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Ty .3 dans la modélisation. Pour un exemple de modélisation et de calibrage d’un systéme a
quatre caméras dans cette derniére configuration, le lecteur pourra se référer a [Orteu 2011].

A 3 RS
,/
f3 ~
7
q;//
C»
57 93
Az Py

FIGURE 4.26 — Transformations linéaires d’un systéme multivues. Le repére R se déplace vers
le repére R? soit directement par la transformation T3 soit par la composée des applications
Ty 30T12

Comme nous venons de souligner, pour la k¢ cameéra, le choix d’introduire ou non,
des transformations rigides intermédiaires doit étre fait selon la configuration du systéme de
vision. Par conséquent, nous supposons, sans perte de généralité, que ce choix a été fait a
priori et notons ch la matrice de localisation de Rj, par rapport au repére de reconstruction.
Suivant cette nouvelle nomenclature, pour n vues, la transformation linéaire qui & un point
3D Q associe ses n projections (qk)kzl...n dans toutes les vues, est donnée par :

P3 s ]P)Qn
(4.113)
Q> (q")ptimn = (KkagQ> ;
k=1--n
et la fonctionnelle induite par :
R?) s RQTL
(4.114)

Q— (@")k=1m = (fP(KkaTgca Q))

1

En tenant compte des distorsions, la fonctionnelle associant un point 3D Q & ses projections
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s’écrit :
RB s RQ’n

4.115
Q~ (") ke1m = (fD(Kka’fk,TéwQ)) ( )

k=1-n

Par conséquent les problémes d’ajustement de faisceaux stéréoscopiques a p points (4.106)
t (4.107) s’étendent au cas de n vues sous les formes :

min lg¥ — fp(Ky, T, Qi) |3 (4.116)
Kk,TL,Q”ZMEl : o Gl

et

min ZZ laF — fo (K, 6%, T}, Q)|3, (4.117)
Kk»” Tk:Qz i=1k=1

Notons que le probléme de triangulation d’un point Q (4.109) se généralise quant a lui en :

(K T4Q)1 s (KeThQ) )\
mmz (ql (KiTLQ)s ) i <q2 (KkTQ)> (t.118)

et le probléme d’estimation de pose en :

P n 2 2
: k (Pth) ( k (PkQ)2>
min qy — +(ay — . 4.119
Pk,Qi;l;l ( O (PrQ)s > (PrQ)3 ( )
ou P}, désigne la k¢ matrice de projection perspective. De maniére analogue au cas sté-

réoscopique ces problémes sont initialisés avec les parameétres de calibrage et les solutions du
systéme linéaire :

qF = P, TLQ V(i, k) e{l,...,p} x{1,...,n}. (4.120)

Nous avons posé dans ces paragraphes les formulations des problémes de calibrage et
de reconstruction 3D. Ces problémes sont formulés comme la minimisation d’une somme de
fractions rationnelles dont les degrés dépendent des modéles de caméra choisis. La section
suivante est consacrée a I'état de l'art des méthodes numériques utilisées pour résoudre ces
problémes d’optimisation.

4.2.2 Etat de l'art

Le but de cette section est de présenter ’état de ’art des méthodes d’optimisation numé-
rique utilisées pour résoudre les problémes de triangulation et I’ajustement de faisceaux. Les
méthodes utilisées sont scindées en deux catégories : les méthodes globales et les méthodes
locales. Les méthodes locales sont classiquement utilisées pour résoudre les problémes d’ajus-
tement de faisceaux car leurs formulations utilisent un grand nombre de variables, ce qui est
rédhibitoire pour les méthodes globales. Ainsi, les méthodes globales sont généralement plus
utilisées pour résoudre les problémes de triangulation. Nous commencerons par présenter dans
cette section les adaptations des méthodes locales utilisées pour résoudre I’ajustement de fais-
ceaux puis nous présenterons les méthodes d’optimisation globales utilisées pour résoudre le
probléme de triangulation multivues.
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Les méthodes locales pour I'ajustement de faisceaux. Les méthodes locales classique-
ment utilisées pour résoudre les problémes (4.116) et (4.117) sont les méthodes de régions
de confiance (Algorithme 5) ou l'algorithme de Levenberg-Marquardt (Algorithme 7). Ce-
pendant, comme nous l'avons souligné, le nombre de variables d’optimisation de ces deux
problémes peut devenir important. Il est donc nécessaire de tenir compte de l'interdépen-
dance des variables entre elles. Rappelons que, dans notre cas d’un modéle radial R3, il y a,
pour chaque caméra k :

— 7 paramétres intrinséques : 4 internes et 3 de distorsions radiales contenus respective-

ment dans la matrice Ky (identifiée avec un vecteur de R*) et le vecteur ry.

— 9 coeflicients pour chaque matrice de localisation Tﬁc

— 3 inconnues par points 3D Q;.
En toute généralité, il peut y avoir un nombre de déplacements et un nombre de caméras
différents. Cependant, pour plus de clarté et sans perte de généralités, nous supposerons qu’il
n'y a qu'une seule caméra se déplagant n fois en observant p points. Ainsi, pour (4.116)
et (4.117), définissons le vecteur de résidus r € R par :

-~

q% - f(Ka K, Tlla Ql)

qyl; - f(Ka R, Tllv Qp)

q% - f(Ka R, Tl27 Ql)

q2 — f(K, K, Th, Q)

>

(4.121)
qlf - f(Ka R, Té:? Ql)

q]; — (K, 5, T, Qp)

q7ll - f(Ka R, Tlna Ql)

OIZ — (K, K, Tiw Qp)

ou f désigne la fonctionnelle de projection propre & chaque probléme. Avec cette définition,
chaque sous-bloc 7, € RP de r défini par :

q]f - f(K> R, Tgcv Ql)

II>

; (4.122)
q]; - f(Kv K, Tl ) Qp)

représente les projections des p points dans la k™€ vue. Ainsi, les p lignes correspondant a 7y,

dans la jacobienne J, de r sont données par :
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Of || 9 || amsTia) HEATLQY || arK,sTLQ) 2K,k TLQ1)
0K Ok oT} oT, Q1 Q,
of of of (K, %, TL,Qp) Of(K,x, T ,Qp) Of(K,x,TL,Qp) of (K, %, TL,Qp)
K e oT}, ot o Qp
. NS J

(4.123)
Les deux premiers blocs de dérivées partielles (en bleu et rouge) sont en général creux (s'il y a
plus d’une caméra), mais traités comme des blocs pleins dans notre discussion mono-cameéra.
Etudions ensuite le bloc de dérivées partielles selon les matrices de localisation T% (en vert).
Pour cela remarquons que, quel que soit k € {1,...,n}, le bloc 7y est indépendant de Té- pour
J # k. Par conséquent :

(K, K, TL, Q)

7 = 0 Vie{l,...,n}\{k}, Vie{l,...,p}. (4.124)
oT;
Ainsi, le bloc de dérivées partielles selon les matrices de localisation se réduit en :
[ f(K, , T ]
0 a ( , R, : k> Ql) 0
0T},
. Of(K, S,TTQ, Q) 0
L k ) (4.125)
Enfin, puisque :
f(K,x, T, Q;
o ’;Q L) V(i,j) € {1,...,p}, tels que i # j, (4.126)
le bloc des dérivées partielles selon les points Q; (en jaune) devient :
f(K, k, TL, Q) 0
0Q1
. (K, 5, T}, Q)
0Qp
L ) (4.127)

La forme finale de la matrice J, est ainsi donnée par la figure 4.27. Sous ’hypothése de Gauss-
Newton (2.86), la forme de la matrice hessienne H,. = J,J, est donnée par la figure 4.28 ou
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FIGURE 4.27 — Forme générale de la matrice J,

A Ap,

B, | D,
e e
By | D,
,,,,,,,,,,,, e ———
|
|
N :
S | E
N |
N
. C
Ly i
1 Fq
|
|
|
|
|
E' i
|
|
|
|
|
l F,

FIGURE 4.28 — Forme générale de la matrice H,
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les matrices Ak, Bik, Bog, Ck, D1k, Do, E et F; sont définies par :

n p
PO 39 3] (T A ) ( 0n T Q) ) € Mua(®) (4129
k=1:=1
R n of l T .
Ay = ];1; ¢ Ko T, Qs K T}, Qi) ) € My3(R)  (4.129)
Ao &/ of l T 7ot l
A22 = ;12‘1 %(K,K,Tk,Qi) Ok (K Tan) EM3,3(R) (4130)
Lo oof T/ oot
B, 2 Zl(a(I{(K,K;’Tl’Qi)> <(ng >€M59 (4.131)
n B[ of . T af .
By, 2 Z(R(K,K,T,Qio ( HT,QZ>€M39 (4.132)

-
I
—_

Q

o

II>
D]~
7N\
%’\ 2

N

'i
o
\_/
A

Q) wN

K7 R, Tl ) QZ)) € MQ,Q(R) (4133)

=1
s o [ of l T o |

Dl,z - ];1 <6K K , Ths ) <8Q1 K,k T 7Qz)> € M575(R) (4134)
D 2 Zn: (5f >T( K, T Q)> e Ms3(R) (4.135)

2,1 = 0 aQZ a y Ly i 3,3 .

5f (3f

F, 2 i N K T Q,) H KonThQ)) e Maa(®).  (4.137)

Z 0Q; ’ oQ; » Qi 3,3(R). :

Remarquons que, s’il y avait plus d’une caméra, les tailles de ces matrices (mise a part Cyy, E
et F) seraient liées a n., le nombre de caméras utilisées. La matrice H, appartient a ’espace
des matrices carrées de taille 7+ 9n + 3p (7Tn. + 9n + 3p dans le cas général). Cette taille
peut donc devenir trés importante et on comprend alors qu’il serait défavorable d’utiliser
directement JTT J, dans la résolution modéle quadratique pertubé :

(T () T Te (k) + pdn) di. = =T (@) (k) (4.138)

utilisé dans I’Algorithme 7 ou dans la résolution du sous-probléme de région de confiance (13)
(ot Vf et V2f sont respectivement égaux & J.r et J.J,). Ainsi, afin de tenir compte de
la structure creuse de J,' J. et donc d’optimiser la résolution des problémes précédents, on
découpe la hessienne de r suivant la figure 4.29. On obtient ainsi les trois matrices suivantes :
Hii € Mrign719n(R), Hig € M7ygp 35(R) et Hay € M3, 3,(R). Dans le cas de I’algorithme de
Levenberg-Marquardt ou dans celui des régions de confiance, on sera alors amené a résoudre
un systéme de la forme :

e N 2 I T
Hn Hi dy €1
> .- i — = | — (4.139)
H/, Hoy: do €2
L J U J . ) .
N :VQ(%“;\E):J;FJT ’ direc:;ion devdescente dy, :V(%HTH%):JM
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Hll H12
AN
AN
AN
AN
AN
AN
AN
AN
AN

T “Hoo

H12 N

FIGURE 4.29 — Découpage de la matrice H,

En utilisant le complément de Schur, on obtient alors le systéme suivant :

{ (Hyp — H12H2_21H1T2) d = e —HHyeo (4.140)

HlTle + Hoodo = &9

Cette derniére formulation est trés favorable car on ne doit inverser que la matrice la plus
creuse Hgo. Il est ensuite possible de simplifier encore ces équations en détaillant chacun
des blocs. Cependant, le but étant d’introduire la mise en oeuvre pratique des algorithmes
de Levenberg-Marquardt et des régions de confiance au probléme de l'ajustement de fais-
ceaux, nous ne détaillerons pas plus avant cette résolution. Pour plus de détail sur 'appli-
cation de l'algorithme de Levenberg-Marquardt, le lecteur pourra se référer a [Triggs 2000,
Lourakis 2010, Lourakis 2004], tandis que dans |[Lourakis 2005], il trouvera une adaptation
de I'algorithme des régions de confiance avec une recherche dogleg. Notons que la recherche
sur le théme de 'ajustement de faisceaux reste trés intensive, notamment sur sa résolution
théorique |[Agarwal 2010], ’étude de sa structure [Kushal 2012] ou son implémentation infor-
matique [Wu 2011].

Les méthodes globales pour la triangulation. Dans les décennies précédentes, beaucoup
de recherches ont été menées afin de résoudre les problémes sous forme algébrique. A I'instar
de I'algorithme des 8-points, ces approches sont souvent utilisées pour rechercher un point de
départ & I'ajustement de faisceaux. Ces méthodes sont basées sur la minimisation de fonc-
tions polynomiales sous des contraintes dont le role est d’imposer des propriétés théoriques
« idéales » sur la solution recherchée (p. ex. la condition de rang pour la matrice fondamentale).
Comme nous 'avons vu précédemment, ces fonctions de coiit algébrique sont généralement
minimisées & I’aide de méthodes d’algébre linéaire. Cependant, méme s’il est possible d’exhi-
ber une solution globale pour ces problémes, sa qualité peut, en pratique, s’avérer décevante.
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En effet, les fonctions cotits algébriques ne sont souvent pas liées de maniére significative a
la structure métrique de la géométrie de la scéne. Cependant, ces solutions algébriques four-
nissent des initialisations acceptables pour les problémes métriques dont les fonctions coftit
se formulent comme des sommes de fractions rationnelles. Ainsi, un certain nombre de nou-
velles méthodes garantissant des solutions globales ont été étudiées ces derniéres années. Ces
méthodes utilisent des résultats récents dans les domaines de 'optimisation convexe et polyno-
miale et apportent de nouvelles fagons de comprendre les problémes en vision par ordinateur
et robotique. Un certain nombre de ces problémes ont déja été résolus avec succes, d’autres
sont encore ouverts.

D’un point de vue théorique, tous les problémes d’optimisation se formulant comme la
minimisation d’une somme de fraction rationnelle :

min Zl] pi(2) (4.141)

rCR™ i qi (x)

peuvent étre résolus de maniére globale. En effet, il suffit de réduire au méme dénominateur
cette somme :

L0 (4.142)

et d’énumérer toutes les solutions de VP(z) = 0, ce qui se formule comme un systéme d’équa-
tions polynomiales :

| i) 1 - 0g;(a)
2| an [a@) +pi(@) Y] [Tas)| = 0 Vke{l,...n}. (4143)
=1

J#i J#i

La complexité de ce systéme est étroitement liée a [ le nombre de fractions et aux degrés des
p; et q;. Pratiquement, en vision par ordinateur, ces degrés sont tous égaux et généralement
faibles (p. ex. égaux a 2 pour le probléme de la triangulation sans distorsions). Mais, méme
pour un nombre de variables supérieur a 3, si le nombre [ de fractions rationnelles est supérieur
a b, alors (4.143) devient vite difficile & résoudre dans un temps de calcul raisonnable. Ainsi,
bien que cette approche puisse résoudre un large éventail de problémes, elle n’est appliquée
en pratique, & cause de temps de calcul prohibitifs, que sur des problémes de petite taille.
Notons cependant que cette approche a été appliquée avec succés & de nombreux problémes
comme 'estimation de pose [Bujnak 2010, Bujnak 2008, Nister 2007| ou la triangulation a
deux [Hartley 1997] et trois vues [Stewénius 2005, Byrod 2007a. Notons en outre que la ré-
solubilité de (4.143) pour des problémes de vision par ordinateur a été étudiée d’un point de
vue numérique |Byrod 2007b, Byrod 2008| et théorique |Nister 2007].

Comme nous venons de le voir, la recherche des points stationnaires de (4.141) devient
rapidement complexe si le nombre de fractions augmente. De plus, ce probléme ne prend
pas en compte d’éventuelles contraintes sur ’espace de recherche. Ainsi, afin de pallier ce
défaut, une deuxiéme famille de méthodes est basée sur I'utilisation des propriétés théoriques
des problémes quasi-convexes. Rappelons que tout minimum local d’une fonction convexe est
aussi un minimum global. Ceci est également vrai pour les fonctions quasi-convexes. De plus,
pour une famille finie de fonctions convexes (resp. quasi-convexes) (f;);, la fonction max(f;)
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définie par :
max(f;) : R" — R

o o max £1(2) (4.144)

est convexe (resp. quasi-convexe). La figure 4.30 souligne graphiquement ce résultat pour une
famille de trois fonctions quasi-convexes. Notons cependant que la fonction max(f;) perd toute
propriété de différentiabilité. Ainsi, dans [Kahl 2008b], les auteurs utilisent le fait que, pour la

f1

max(f;)
7

FIGURE 4.30 — La fonction maximum d’une famille de fonctions quasi-convexe est quasi-
convexe

fonctionnelle fp, les coordonnées du vecteur de résidus r définies par (4.121) sont des fonctions
quasi-convexes. Ils minimisent alors r au sens de la norme Ly,. Le probléme résultant peut se
ré-écrire sous la forme :

A 1|2
min max H?Eﬂ (4.145)
T a; T+ b;
s.l.c. a;m +b; = 0.

Or, la fonction objectif de ce probléme n’est ni différentiable, ni convexe. Cependant, la
fonction coiit de la formulation sous forme d’épigraphes :

min Y (4.146)
Z,y
sle. JAw +cl3 7 (afz +b;) <0

v =0,

posséde ces deux propriétés. Remarquons que dans 'utilisation de la norme, Ly, permet de
n’utiliser qu'une seule variable d’écart v (puisque seul le maximum est recherché). Le pro-
bléme (4.146) est alors résolu au moyen de technique de Programmation Conique de Second
Ordre (SOCP) [Vandenberghe 1996]. Notons que, indépendamment, une approche similaire a
été développée dans [Ke 2007|. Cependant, cette approche basée sur la norme Lo, n’est plus
applicable dés lors que la quasi-convexité est perdue (ce qui est le cas pour des problémes
impliquant des rotations). Les algorithmes Branch and Bound ont alors été utilisés pour
remédier & cet inconvénient. Comme nous ’avons déja souligné, les algorithmes Branch and
Bound sont des méthodes d’optimisation globale pour des problémes non-convexes. Lorsqu’ils
convergent, ils fournissent un encadrement a £ > 0 prés de la solution globale (pour e arbi-
trairement petit). Plus précisément, considérons ® : R” — R et détaillons I’Algorithme 13.
La structure de données initiales L est représentée par un rectangle. On note alors :

D i (E) £ min ® pour tout rectangle E < L. (4.147)

zeE
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Ensuite, on suppose que ’on est capable de construire, pour tout rectangle E < L, la fonction
@), (E) vérifiant les propriétés suivantes :

1. @ (E) permet de calculer une minoration de ®,;,(E), i.e.
(I)|b(E) < (I)min(E) (4.148)

2. Perreur d’approximation |®,(E) — ®in(E)| tend uniformément vers zéro lorsque la taille
de E, plus précisément le maximum des demi-longueurs noté |E|, tend vers 0 :

Ve, 30., tel que : VEC L, |E| < 6. = |Pp(E) — Prin(E)| < e. (4.149)

Soit ¢ > 0, lalgorithme commence en choisissant un rectangle E < L et en calculant ®,(E)
et son antécédent e* tel que Pp(e*) = Pp(E). Si [P(e*) — Pmin(E)| < & alors lalgorithme
se termine. Sinon, E est partitionné en une collection finie de rectangles (E;); de sorte que
E = |J; Ei. Le calcul du minorant de chaque sous-domaine se fait alors en calculant ®,(E;)
et son antécédent ef. On fait alors 'hypothése que ®(e*), avec e* = argmin; ®(e}), est la
meilleure approximation courante de ®p;,(E). Si |®(e*) — Ppin(E)| < € alors Palgorithme se
termine, sinon, la partition de E est raffinée en divisant certains sous-domaines et en répé-
tant I'opération précédente. Notons que les rectangles E; tels que ®1,(E;) > ®(e*) ne peuvent
contenir le miminum global, ils ne sont donc pas pris en compte pour le raffinage et supprimés
de la structure de données. L’ensemble de cette adaptation est rappelé par I’Algortihme 20.

Algorithme 20 Algorithme de séparation et évaluation adapté
Précondition : Rectangle initial E, € > 0
1. Calcul de ®,(E) et de son antécédent e*
2: initialisation de la structure de données L = {E}
3: tant que |®(e*) — @pin(E)| < € faire
4:  Extraire un élément E de L en choisissant E tel que : E = argmin <I>|b(E)
EcL

5. Division de E en k sous-domaines E = |_|f E;

6: L<—{L\E}U{E1,...,Ex}

7:  pour chaque sous-domaine E; faire

8 Calcul d’'un minorant de f sur E; en déterminant ®,(E;) et e}
9 si ®(ef) < ®(e*) alors

10: e < ¢; //Le minorant de ® sur E; est inférieur au minimum courant
11: sinon
12: L < {L\E;}. //Supprimer E;

L’applicabilité pratique de cet algorithme dépend directement de sa capacité & construire,
dans un temps raisonnable, des fonctions @, facilement minimisables. Notons que cette étape
correspond, dans le schéma général de I’Algorithme 13, a I’étape d’évaluation (ou bounding)
alors que l'étape de séparation (ou branching), correspond & la phase de division des rec-
tangles. Afin d’assurer la convergence de 'algorithme, les fonctions ®|, a construire doivent
nécessairement vérifier les conditions (4.148) et (4.149). Or, pour tout rectangle E < L, ces
propriétés sont, par définition, inhérentes a (conv @) g, I'enveloppe convexe (cf. définition 6)
de ® restreinte a E. Cependant, construire I’enveloppe convexe d’une fonction quelconque
peut s’avérer aussi difficile que de trouver le minimum global. Mais, dans le cas d’une seule
fraction rationnelle, ce probléme se raméne & un probléme SOCP, donc aisément résoluble.
De plus, si & = Z§=1 % alors il est possible de démontrer que :

!
conv®d > Zconv&. (4.150)
i=1 qi
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N l Di . . . ..
ou Zizl conv — est une fonction convexe. Cette derniére fonction est alors choisie pour cal-

culer ®y. Cetté approche a été utilisée sur les problémes d’estimation de pose et de triangu-
lation multivues au sens des normes Lj, Ly dans [Kahl 2008a, Fangfang 2007] et au sens L,
dans [Kahl 2008b|. Cependant, il existe un lien entre la quasi-convexité des fractions % et
I’erreur d’approximation :

3

l
conv Z
i=1

En effet, comme le souligne la figure 4.31, si une fonction de la somme n’est pas quasi-convexe,

!
i bi
— » conv—|. (4.151)
i Z; qi

cette erreur peut étre significative.

h

(1 (1
A A

conv(f1 + f2) conv f1 + convlfy

v
v

(1 (IV)

FIGURE 4.31 — Illustation de I’écart entre convfi + convfa et conv(fi + fa2). Le premier gra-
phique (I) représente les deux courbes f; et fo. Le deuxiéme (I) représente (en vert) I’enveloppe
convexe de fi, convfi, et celle de fa, conv fa. (1) représente, conv(fi+ f2), ’enveloppe convexe
de fi1 + f2 et (IV) la somme de convfi et conv fs.

Il est donc possible que cette approche se révéle inefficace sur certains problémes dans les-
quels toutes les fractions ne sont pas convexes ou quasi-convexes. Dans se sens, une étude
compléte de la convexité et de la quasi-convexité dans les problémes de vision a été réalisée
dans [Kahl 2008b]. Notons enfin que cette derniére approche ne permet pas de traiter des
contraintes non linéaires.
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Afin de traiter le probléme (4.141) de maniére générique, c’est-a-dire sans faire d’hy-
pothéses sur les fractions %7 et de pouvoir considérer des contraintes non-linéaires, il est
présenté dans [Kahl 2007] un cadre général permettant de fournir une estimée initiale au pro-
bléme (4.141) sous contraintes polynomiales. En effet, comme nous l’avons déja mentionné
pour l'estimation de la matrice fondamentale, cette approche permet de construire une hiérar-
chie de relaxations convexes construites a partir de la formulation par épigraphes de (4.141).
Mais, bien que cette méthode permette de considérer un grand nombre de variables d’écart, la
suite des solutions issues de la hiérarchie convexe ne converge pas, a priori, vers le minimum
global. Cependant, les comparaisons menées dans [Kahl 2007| sur les problémes de triangula-
tion multivues et d’estimation de pose au sens de la norme Ly montrent que ’estimée initiale
calculée a 'aide de cette approche est de meilleure qualité que celle calculée par la résolution

du systéme linéaire.

Enfin, il est présenté dans [Hartley 2008|, une approche rapide (environ 0.5 ms par points),
permettant de tester, a posteriori, si un minimum local du probléme de triangulation multivues
au sens de la norme Lo est global ou non.

4.2.3 Applications a la triangulation multivues

Le but de cette section est de présenter les résultats obtenus par notre approche globale,
comparativement & une résolution locale, sur des cas synthétiques et réels. Elle sera divisée
suivant deux applications distinctes : la triangulation multivues sans distorsions et avec dis-
torsions. Pour toutes les expériences, nous comparerons notre méthode 4 une résolution
locale du probléme a P’aide d’'une méthode de régions de confiance initialisée avec
une solution du probléme linéaire, appelée Lo local. Notons que nous avons essayé de compa-
rer notre méthode a 'approche présentée dans [Kahl 2008a|, mais cette derniére s’est révélée
trés instable (de trés bonnes convergences sur certaines données et pas de convergence pour
d’autres) dans tous nos tests, de sorte que toute conclusion soit impossible. Pour le cas de la
triangulation sans distorsions, comme le montrent les études réalisées dans la littérature, les
solutions locales peuvent étre proches des solutions globales. Cependant, nous nous attache-
rons & montrer sur des cas réels et synthétiques que ces écarts peuvent étre, dans certains cas,
significatifs. Enfin, nous ménerons les mémes types de comparaisons dans le cas de la trian-
gulation avec distorsions. Notons que, dans cette section, nous ne ferons aucune référence au
temps de calcul. En effet, de ce point de vue, notre approche globale (avec des temps de calcul
de l'ordre de 2 secondes en moyenne) n’est pas compétitive par rapport aux méthodes locales.
Nous verrons si I’apport en précision de notre approche globale est suffisant pour pallier ce
défaut.

Nous commencerons tout d’abord par présenter les processus de génération de données
synthétiques et d’évaluation des résultats qui sont identiques pour les deux applications. Puis,
avant de conclure, nous exposerons l’ensemble des résultats obtenus.

4.2.3.1 Triangulation sans prise en compte des distorsions

Génération des données synthétiques. Afin d’étre le plus exhaustif possible, nous avons
effectué un grand nombre d’expériences avec des images simulées afin de quantifier les perfor-
mances de I'algorithme. Nos simulations sont basées sur trois configurations : un mouvement
latéral de la caméra, un mouvement vers la scéne et enfin un mouvement circulaire autour de
la scéne (i.e. une rotation centrée sur la scéne). L’ensemble de ces trois mouvements sont rap-
pelés sur la figure 4.32. Pour les trois configurations, les positions de la caméra sont réparties
de maniére équidistante le long de chaque trajectoire. Afin de simuler des situations réalistes,
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nous utilisons la matrice de paramétres intrinséques suivante :

700 0 320
K=| 0 700 240 |. (4.152)
0 0 1

La scéne est composée de points 3D uniformément répartis dans une boule de diamétre 100.
Dans la configuration (1), la caméra effectue une translation le long d’une droite paralléle &
Paxe X, située & 200 du centre de la boule. Pour la configuration (2), la caméra effectue une
translation selon I'axe 7w de sorte que sa derniére position n soit située a 200 du centre de
la boule. Notons que cette configuration est une expérience de reconstruction 3D particuliére-
ment difficile. En effet, ce mouvement est défini comme une translation le long de ’axe 7w.
Or, dans ce cas, cet axe est confondu avec les axes 7(: des différentes positions de la caméra.
Par conséquent, les faisceaux issus des centres optiques et passant par les points 3D situés le
long de ’axe de translation ne peuvent s’intersecter. Ainsi, la triangulation des points situés a
proximité de cet axe est extrémement difficile, ce qui se vérifie notamment par des erreurs de
reconstruction élevées. Enfin, pour la configuration (3), la trajectoire de la caméra est obtenue
a partir d’une rotation de rayon égal & 200 et d’angle 45° autour du centre de la scéne.

n—1 n

FIGURE 4.32 — Les trois configurations utilisées pour nos simulations : un mouvement latéral
(1), une translation vers la scéne (1), et un mouvement circulaire centré sur la scéne (3).

Pour chaque configuration, nous avons mené trois types d’expériences. Les deux premiéres ont
pour but d’étudier I'influence de deux types de bruit sur la précision de la triangulation. La
troisiéme analyse I'influence du nombre de vues sur la précision de la triangulation. Notons
que pour tous les résultats présentés par la suite, les solutions fournies par notre algorithme
bénéficient d’un certificat d’optimalité global.
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Sensibilité au bruit sur les appariements. La premiére expérience étudie I'influence du
bruit présent dans l'extraction des appariements 2D sur la précision de la triangulation. Elle
est réalisée de la maniére suivante :

1. Déterminer aléatoirement (c.-a-d. selon une loi uniforme) n points (Q;);=1.., dans la
scene.

2. Calculer les projections (qz )i,; de ces ces points dans les m vues.

3. Ajouter un bruit gaussien centré aux coordonnées pixel de fagon a obtenir des projections
perturbées (q7);; -

~

4. Obtenir un nuage de points 3D (Q;)i=1..., & 'aide d’un algorithme de reconstruction 3D
utilisant soit notre méthode globale, soit une minimisation locale.

5. Calculer 'erreur de reconstrustion 3D moyenne, notée Esp, a I'aide de la formule :
1 n
A ~
&p = ” ZHQz - Qill3 (4.153)
i=1

Notons qu’il est aussi possible de calculer l'erreur de reprojection 2D (en pixels), notée Ep,
calculée a l'aide de la formule :

1 n o m . )
Sp & PIQ; — ¢’ |2 4.154
0% mn;;!l Qi —alll3 ( )

Cependant, comme nous disposons des points 3D initiaux, nous avons préféré utiliser le critére
3D qui nous semble, dans ce cas, plus pertinent. Pour cette expérience nous fixons n = 50,
m = 6. Ensuite, nous faisons évoluer la variance ¢ du bruit de 0 & 2 pixels, de sorte que
les projections subissent un déplacement maximal relatif de 6 pixels pour 98% d’entre elles.
Enfin, dans le but d’obtenir des résultats statistiquement significatifs, cette expérience est
effectuée sur 50 tirages de points 3D différents. Les résultats obtenus pour les 3 configurations
sont présentés sur la figure 4.33. Pour cette expérience, nous avons rajouté, a titre d’exemple,
les résultats obtenus par l'algorithme de triangulation globale au sens de la norme Ly, pré-
senté dans [Kahl 2008b]. Les trois expériences soulignent le comportement cohérent des trois
méthodes : I'erreur de triangulation augmente linéairement avec le bruit. Analysons alors plus
précisément chacun des déplacements. La premiére courbe présente les erreurs 3D moyennes
pour le mouvement latéral. Bien que ces erreurs soient faibles, on constate que les solutions
globales au sens de la norme Lo, et celles fournies par notre algorithme sont toujours plus
précises que les solutions locales. On notera de plus que, dans ce cas, les solutions globales au
sens de la norme Ly, et Lo (i.e. fournies par notre algorithme) sont équivalentes. La deuxiéme
courbe présente les résultats pour le mouvement difficile de translation vers la scéne. Sur ce
mouvement, on observe que ’écart entre la solution locale et notre algorithme est trés im-
portant, soulignant ainsi que l’estimée initiale issue de la résolution du systéme linéaire n’est
jamais dans le bassin d’attraction du minimum global. De plus, on remarque que les solutions
globales au sens de la norme Lo fournies par notre méthode sont significativement meilleures
que celles calculées au sens de la norme Lo. Enfin la derniére courbe présente les résultats
pour le mouvement circulaire autour de la scéne. On observe que, dans ce cas oul les fais-
ceaux s’intersectent correctement, les trois approches donnent des résultats identiques. Pour
conclure cette premiére expérience, nous pouvons souligner que notre méthode se révéle, quel
que soit le déplacement, la moins sensible au bruit ajouté sur les appariements. Toutefois,
I’écart de précision avec les autres approches est faible pour un mouvement classique comme
la translation face & la scéne ou inexistant avec un mouvement bien défini comme une rotation
autour de la scéne.
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B Ly local
o & Ly global
25-107°F 4 1 elobal i
7
21072 ) 8
1.5-1072| / .
1-1072 | .
5-1073 © 8
b | | | | | | | | |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
7-1072

& Ly 'local
-0~ Loy global
5.5.10~2| —+ Lo global

Esp

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 14 1.6 1.8 2

-2
1.4-10 B Ly local

19.10-2| -~ Lo global A
' — Lo, global

8-107% 2

6-1073 :

2.1073 8

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
bruit (pixels)

FIGURE 4.33 — Erreurs relatives de reconstruction 3D £3p en fonction du bruit inséré dans
les points projetés pour les trois types de configurations (de haut en bas, la configuration (1),
puis la (2) et enfin la (3)).
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Sensibilité au bruit sur les matrices de projections La seconde expérience mesure I'in-
fluence du bruit présent dans les parameétres de calibrage sur la précision de la triangulation.
Elle est réalisée de la maniére suivante :

1. Déterminer au hasard n points (Q;)i=1..., dans la scéne.

2. Ajouter un bruit gaussien aux coefficients des m matrices de projection P7 = KT, (ou
les T; sont les transformations rigides représentant les déplacements de la caméra) de

P s . . .. , =]
maniére & obtenir des matrices de projection perturbées P~.

3. Calculer les projections (qg)i,j des (Q;); dans les m vues a I’aide des matrices P’

4. Obtenir un nuage de points 3D (Q;)i=1..., & I'aide d’un algorithme de reconstruction 3D
utilisant soit notre méthode globale, soit une minimisation locale.

5. Calculer l'erreur de reconstruction 3D moyenne (en mm) E3p.

Pour cette deuxiéme expérience nous fixons n = 50, m = 6. Ensuite, afin de rester dans des
cas réels, nous faisons évoluer la variance ¢ du bruit de 0 & 0,2 de sorte que les coefficients
des matrices P? subissent un déplacement maximal relatif de 0,6 pour 98% d’entre eux. Dans
ce cas, le bruit n’a pas d’unité car nous le rajoutons directement sur les matrices P’ et donc
indistinctement sur les paramétres intrinséques et extrinséques. Enfin, dans le but d’obtenir
des résultats statistiquement significatifs, cette expérience est effectuée sur 50 tirages de points
3D différents. Les résultats obtenus pour les 3 configurations sont présentés sur la figure 4.34.
Signalons que, pour les trois déplacements, la triangulation globale au sens de la norme L,
s’est révélée trés sensible & ce type de bruit. Ainsi, les erreurs 3D moyennes associées a
cette méthode sont trop importantes pour apparaitre conjointement avec celles des autres
approches. Par conséquent, nous avons représenté sur les graphiques la méthode locale (en
bleu) et notre méthode globale (en vert). Sur le mouvement de translation face a la scéne,
les deux méthodes sont d’une précision équivalente pour un bruit inférieur 4 0,08. Pour un
bruit supérieur, 'erreur 3D moyenne liée & I’approche locale s’accroit de fagon importante
avec le bruit. Comparativement, les erreurs liées & notre approche augmentent linéairement
avec le bruit mais selon une pente beaucoup plus faible. Mis & part ce comportement en deux
phases, le mouvement difficile de translation vers la scéne confirme ce résultat. En effet, les
erreurs 3D liées a la méthode locale augmentent linéairement avec le bruit mais avec une pente
trés largement supérieure & celle que 1'on observe pour notre méthode. Enfin, le mouvement
circulaire valide notre analyse, car bien que les erreurs soient proches, on observe bien dans les
deux cas une augmentation linéaire de I’erreur avec le bruit avec une légére différence de pente
en faveur de notre approche. Pour conclure, on observe que notre approche se révéle beaucoup
moins sensible au bruit sur les paramétres de calibrage. Ceci corrobore le fait qu’avec ce type
de bruit les méthodes locales peuvent rapidement s’éloigner de 'optimum global.

Influence du nombre de vues. Enfin la derniére expérience étudie 'influence du nombre
de vues sur la précision de notre algorithme. Elle est réalisée en déterminant au hasard n points
(Qi)i=1..n dans la scéne. Ces points sont ensuite projetés dans les m images et perturbés a
I’aide d’un bruit gaussien de variance fixe ¢. Enfin, on calcule les reconstrutions 3D & partir de
ces projections perturbées en augmentant le nombre de vues de 2 & 20 et en calculant & chaque
étape 'erreur £3p. Pour conclure, afin d’obtenir des résultats statistiquement significatifs, ces
expériences sont effectuées sur 50 tirages de points 3D différents. Pour ’ensemble de nos
tests, les résultats fournis par la méthode de triangulation globale au sens de la norme Ly,
sont équivalent & ceux de notre algorithme. Par conséquent, nous ne les afficherons pas sur
les graphiques. Pour la premiére série de tests nous fixons n = 50 et ¢ = 0.4. Les résultats
sont présentés sur la figure 4.35. Pour le premier mouvement de translation latéral ainsi
que pour celui de rotation autour de la scéne, les erreurs de reconstruction moyennes de
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10 = Ly local

1.10-2 8. 10-2 0.12 0.16 0.2
12
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FIGURE 4.34 — Erreurs relatives de reconstruction 3D &p en fonction du bruit inséré dans
les matrices de projection perspective P? pour les trois types de configurations.
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la méthode locale et de notre algorithme sont équivalentes et diminuent avec le nombre de
caméras. Cependant, bien que les comportements soient identiques (les erreurs diminuent avec
I'augmentation du nombre de caméras), les résultats obtenus sur le mouvement de translation
vers la scéne montrent un écart significatif entre la méthode locale et notre approche globale.
Afin de vérifier si notre analyse reste valide pour un bruit plus élevé, nous avons réitéré
cette expérience mais en ajoutant un bruit de variance égale & 1 sur les points projetés. Les
résultats obtenus sont présentés sur la figure 4.36. Comparativement aux résultats obtenus
pour le bruit de variance égale 0.4, on retrouve, sur les mouvements de translation latéral
et de rotation, un comportement presque équivalent. En effet, il est probable que les légéres
différences observées soient diies & un nombre de tirage insuffisant et qu’elles disparaissent en
I’augmentant. Cependant le mouvement de translation vers la scéne confirme que, méme si le
nombre de vues augmente, les solutions fournies par I’approche locale restent loin de I'optimum
global. Comme pour les deux autres courbes, un nombre de tirages plus important permettrait
de lisser la courbe bleue en supprimant le pic observé. Pour conclure, nous observons que,
pour les deux approches, 'augmentation du nombre de vues permet de réduire l'erreur de
reconstruction moyenne. Cependant, cette augmentation ne permet pas a la résolution locale
d’afficher les mémes performance que notre algorithme sur des cas difficiles.

Résultats sur des cas réels. Le but de ce paragraphe est de présenter, sur des cas réels,
les résultats de notre algorithme comparativement a la résolution locale et & la résolution
globale au sens de la norme L. Comme les points 3D originaux ne sont pas connus, il est en
général impossible de calculer 'erreur de reprojection 3D E3p. Ainsi, les tests effectués dans
la littérature consistent a effectuer plusieurs triangulations & partir d’appariements connus et
& comparer l'erreur de reprojection 2D Ep. Nous avons, pour notre part, choisi de comparer
des erreurs 3D. Mais pour effectuer cette comparaison, il faut disposer comme nous venons de
le mentionner, soit des points 3D initiaux, soit & défaut d’un modeéle 3D suffisamment précis.
Afin d’obtenir un tel modéle, nous utilisons les images du cylindre étalon décrit dans la sous-
section 4.1.4 dédiée a I'estimation de la matrice fondamentale. Ce cylindre (dont le diamétre
interne est égal & 70mm) est usiné trés précisément et maintenu de telle sorte que, d’une part,
il est certifié correspondre, & 3 micrométres prés, 4 son modéle CAO et d’autre part, que sa
forme interne ne s’altére que trés peu dans le temps. Les images 4.37 et 4.38 montrent les
deux images du cylindre ainsi que son modéle CAQO. La reconstruction 3D se fera a 'aide
d’un banc stéréoscopique préalablement calibré a ’aide de la boite & outils de calibrage de la
librairie OPENCV [Bradski 2008|. Les parameétres de calibrage sont les suivants :
— Les paramétres intrinséques des caméras sont donnés par :

16358.49 0 1359.13

K, = 0 16369.56  983.46 (4.155)
0 0 1
16371.74 0 1183.66
Ky = 0 16391.63 974.07 (4.156)
0 0 1

— Le paramétre de distorsion radial k1 est égal & —0.05 pour les deux caméras.
— La transformation stéréoscopique est donnée par :

0.9203  0.0002 —0.3910 228.0
—0.0008 —0.9999 —0.0014 0.0435

T = . 4.1
0.3910  0.0016  0.9203 51.13 (4.157)

0 0 0 1
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Méthode Distance moyenne (mm) | Ecart type (mm) | Distance maximale (mm)
Locale +0.025/-0.008 0.077 +0.923/-0.633
Globale Ly, | +0.009/-0.005 0.033 +0.528/-0.412
Globale Ly | +0.010/-0.003 0.032 +0.523/-0.117

TABLE 4.5 — Distance moyenne, écart type, et distance maximale obtenues en recalant les
points 3D triangulés par les trois méthodes testées sur le cylindre étalon.

On notera que cette expérience correspond bien & une reconstruction sans distorsions puisque
k1 = —0.05 correspond & un déplacement en bordure d’image de 0.6 pixels. Afin de disposer de
la meilleure précision possible, nous choisissons de calculer des appariements dans une fenétre
située a 'intérieur du cylindre sur laquelle un motif aléatoire a été projeté (cf. Figure 4.39).
Ces appariements sont alors calculés avec une méthode de corrélation d’images numériques.
Nous disposons ainsi de m = 9000 paires de points 2D (q;); appariés avec une précision sous-
pixélique. A partir de ces correspondances et des paramétres de calibrage, nous effectuons
une triangulation avec les trois méthodes. Nous obtenons ainsi, trois nuages de points 3D.
Ces trois nuages sont alors recalés sur le modéle CAO a l'aide du logiciel de recalage 3D
Geomagic®. Notons que ce recalage est fait au moyen d’une optimisation numérique et qu’il
introduit donc un biais. Cependant, ce biais est identique pour les trois reconstructions et ne
nuit donc pas a la comparaison. Ce méme logiciel permet ensuite d’afficher I’écart de chaque
nuage 3D a la forme nominale (la CAO du cylindre). Les résultats obtenus sont présentés
sur les figures (4.40), (4.41), (4.42) et résumés dans la Table 4.5. La premiére reconstruction,
obtenue a 'aide de la méthode locale, montre une dispersion relativement importante. En
effet, on observe un écart maximum positif de 0.923mm et négatif de -0.633mm, 1’écart moyen
étant lui compris entre +0.025mm et -0.008mm avec un écart type de 0.077mm. Les deux
reconstructions 3D globales sont plus précises. En effet, pour la reconstruction au sens de
la norme Ly, on observe un écart maximum positif de 0.528mm et négatif de -0.412mm, un
écart moyen compris entre +0.009mm et -0.005mm et un écart type de 0.033mm. Pour notre
approche globale, on obtient un écart maximum positif de 0.523mm et négatif de -0.117mm,
un écart moyen compris entre +0.010mm et -0.003mm et un écart type de 0.032mm. On
peut donc conclure que les approches globales apportent un gain de précision non négligeable,
notamment au niveau de la régularité de la reconstruction 3D. De plus ce test nous permet
de vérifier le résultat suivant : les précisions de la reconstruction 3D résolue globalement avec
la norme Loy et la norme Lo, semblent équivalentes.

4.2.3.2 Triangulation avec prise en compte d’une distorsion radiale

Ce paragraphe est scindé en deux parties. Tout d’abord, nous effectuons une série de
tests sur des données simulées, puis nous testons notre approche globale sur un cas réel.
Pour les données simulées, nous utilisons, a de légéres différences prés, la méme procédure que
dans le paragraphe précédent (c.-a-d. méme nombre de caméras, de points, de tirages...). Nous
conservons un processus de génération et de perturbation des points 3D identique. Cependant,
nous ne perturbons pas entiérement la matrice P. En effet, nous avons choisi de perturber
uniquement les paramétres extrinséques afin d’étudier leur influence sur la précision de la
triangulation. Pour I’ensemble des données simulées, nous fixons le paramétre de distorsion
radiale & k1 = —0.3, soit un déplacement en bordure d’image de 27 pixels. Pour tous les tests
réalisés, nous comparons notre approche & une méthode de régions de confiance.

Sensibilité au bruit sur les appariements. Les résultats obtenus sur cette expérience sont
présentés sur les figures 4.44, 4.45, 4.46 et 4.47. Nous constatons tous d’abord que les com-
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portements restent trés similaires & la triangulation sans distorsions. En effet, I’ajout de bruit
sur les appariements ne permet pas de distinguer les deux méthodes sur les mouvements de
rotation et de translation latérale. Cependant, la différence de précision est visible pour le
mouvement de translation vers la scéne. Ceci semble indiquer que ’estimée initiale, issue de
la résolution du systéme linéaire, n’est pas dans le bassin d’attraction de I'optimum global du
probléme avec distorsions. Il convient toutefois de nuancer cette observation en remarquant
qu'un tel comportement n’est significatif que pour un bruit avec une variance o > 1. Ensuite,
nous constatons que les deux méthodes sont équivalentes lorsque le bruit est inséré dans les
matrices de rotations. Ceci souligne donc la stabilité de cette configuration. Comme pour le
cas sans distorsions, le mouvement de translation vers la scéne se révéle trés instable. En
effet, dés que o > 0.004, la différence des erreurs de reprojection 3D devient significative. Ceci
indique donc que ’estimée initiale issue de la résolution du systéme n’est pas dans le bon
bassin d’attraction. Pour le mouvement de translation latéral & la scéne, il faut des valeurs de
bruit importantes ¢ > 0.1 pour observer une différence.

Ensuite, afin de disposer de résultats sur un cas réel, nous avons reconstruit, & ’aide
d’un banc stéréoscopique, un plan dont les images sont reportées sur la Figure 4.43. Comme
pour le cylindre, les appariements sont calculés grace & une méthode de corrélation d’images
numériques et le banc est calibré de maniére précise. Les paramétres de calibrage sont les
suivants :

— Les paramétres intrinséques des caméras sont donnés par :

1718.87 0 511.551

K, = 0  1719.16 382.535 (4.158)
0 0 1
17209 0 51295
K, = 0  1720.75 375.2 (4.159)
0 0 1

— Le paramétre de distorsion radial x; est égal & —0.23 pour les deux caméras, soit un
déplacement en bordure d’image de 10 pixels.
— La transformation stéréoscopique est donnée par :

0.9697 —0.0054 0.2441 —-130.1
0.0053  0.9999 0.0010 -—1.068
T = —0.2441 0.0003 0.9697 16.10 | (4.160)

0 0 0 1

Le plan est un objet particuliérement adéquat pour mesurer I'influence des erreurs de trian-
gulation en présence de distorsions radiales. En effet, si nous effectuons une reconstruction 3D
idéale de cet objet, tous les points triangulés sont coplanaires. Mais, en pratique ces points
ne le sont pas. Ces erreurs de triangulation planaires sont généralement dues aux effets de la
distorsion. Ainsi, afin de quantifier 'influence de ce paramétre, nous procédons comme suit :
nous triangulons 500 points sur ensemble du plan, puis, a Paide du logiciel Geomagic®, nous
déterminons le plan moyen (au sens des moindres carrés) passant par ce nuage. Ceci nous
permet de calculer les erreurs suivantes : la distance moyenne et 1’écart type des points au
plan ainsi que la distance maximum des points au plan. ’ensemble des résultats obtenus est
reporté sur la Table 4.6. Méme si ’écart est minime, nous observons que les résultats obte-
nus sont en faveur de la triangulation globale. Ceci souligne donc que, lorsque les paramétres
de calibrages sont précisément connus, alors la solution fournie par la résolution du systéme
linéaire est trés proche de la solution globale du probléme de triangulation avec distorsion
radiale.
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FIGURE 4.35 — Pour les trois types de configurations, erreurs moyennes de reconstruction 3D
en fonction du nombre de vues avec un bruit Gaussien de variance ¢ = 0,4 inséré dans les
points projetés.
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FIGURE 4.36 — Pour les trois types de configurations, erreurs moyennes de reconstruction 3D
en fonction du nombre de vues avec un bruit Gaussien de variance o = 1 inséré dans les points
projetés.

Page 153



Chapitre 4. Application a la vision multivues

FIGURE 4.37 — Images du cylindre étalon, de 70mm de rayon interne, & partir duquel nous
réalisons notre série de tests.

Faces: 2

Mesh Triangles: 200,000 o hRiE
Edges: & b
Bodies: 1
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Meazure C575: World CSY'S s
Wiew CEYS: Warld C5Y5

F1GURE 4.38 — CAO du cylindre étalon utilisé pour nos tests.
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Méthode | Distance moyenne (mm) | Ecart type (mm) | Distance maximale (mm)
Locale +0.008/-0.007 0.011 +0.040/-0.078
Globale | +0.005/-0.006 0.007 +0.019/-0.017

TABLE 4.6 — Distance moyenne, écart type, et distance maximale obtenues en calculant le
plan moyen passant par les points triangulés de notre objet de test.

1 2

FIGURE 4.39 — Images du cylindre sur lequel un motif aléatoire a été projeté afin de per-

mettre un appariement de points par des méthodes de corrélation d’images numériques. Les
appariements se situent dans les boites englobantes bleues.

e

Average +/- 0.8

Standard Deviatio L |
Zhyis
Measure CSYS: World “(-Aris
Wiew CEYS: Wiorld CSY'S

FIGURE 4.40 — Ecart a la forme nominale du nuage 3D triangulé avec I’approche locale
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Average +/- 0.8
Standard Deviatior®

Measure CSY'S: World
Wiew C5Y5: World C5Y'5

FIGURE 4.41 — Ecart a la forme nominale du nuage 3D triangulé avec ’approche globale au
sens de la norme Ly,

Average +/- 0.8

Standard Deviatior

Measure C5YS: World
View CEYS: World C5Y5

FIGURE 4.42 — Ecart a la forme nominale du nuage 3D triangulé avec notre approche globale
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FIGURE 4.43 — Images du plan a partir duquel nous réalisons notre test de reconstruction 3D
avec prise en compte des distorsions.

4.2.4 Conclusions

Nous avons dans ce chapitre, appliqué 'optimisation globale polynomiale et rationnelle
4 la minimisation des distorsions projectives, l'estimation de la matrice fondamentale et la
triangulation. Dans la premiére étude, nous avons mis en avant plusieurs nouveaux critéres
polynomiaux. La minimisation globale de ces critéres a permis de comparer leur efficacité et
donc d’exhiber plusieurs nouvelles approches plus précises que ’existant. La deuxiéme étude
était consacrée a I’étude d’un probléme classique de vision artificielle : I'estimation de la ma-
trice fondamentale. D’un point de vue mathématique, cette estimation se présente comme un
probléme de minimisation sous contrainte d’une fonction polynomiale & 9 paramétres. Aprés
avoir proposé une méthode d’évaluation, nous avons montré que notre approche fournissait,
sur des cas difficiles, de meilleurs résultats que la méthode classique des 8-points. Enfin, pour
le probléme de la reconstruction 3D multivues, formulé comme la minimisation d’une somme
de fractions rationnelles, nous avons mené deux étude similaires. Dans un premier temps, nous
avons testé notre algorithme sur le probléme de reconstruction classique (c.-a-d. linéaire) et
montré que notre méthode de Programmation Rationnelle obtenait de meilleurs résultats dans
des configurations difficiles. De plus, lorsque les mouvements sont stables et que les paramétres
de calibrages sont bien connus, nous avons constaté que les méthodes locales étaient équiva-
lentes au méthodes globales. En outre, cette derniére étude a montré, sur un cas réel, que les
triangulations globales au sens de la norme Ly, et Lo étaient équivalentes. Enfin, nous avons
mené la méme étude sur le probléme de la triangulation avec prise en compte des distorsions.
Dans ce cas nous avons constaté que les méthodes locales et globales étaient trés proches,
la différence n’étant significative que sur des cas particuliérement difficiles. On retiendra au
final que, sur des expériences de triangulation (avec ou sans distorsions) réalisées dans des
conditions standards, I’apport de notre approche reste minime en regard de son temps de
calcul largement supérieur & celui d’une triangulation résolue avec une méthode locale.
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FIGURE 4.44 — Erreurs relatives de reconstruction 3D en fonction du bruit inséré dans les
points projetés pour les trois types de configurations.
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FIGURE 4.45 — Erreurs relatives de reconstruction 3D en fonction du bruit inséré dans les
matrices de rotation pour le mouvement de rotation.
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FIGURE 4.46 — Erreurs relatives de reconstruction 3D en fonction du bruit inséré dans le
vecteur de translation lors du déplacement vers la scéne.
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FIGURE 4.47 — Erreurs relatives de reconstruction 3D en fonction du bruit inséré dans le
vecteur de translation lors du déplacement latéral & la scéne.
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Conclusions et perspectives

5.1 Bilan des contributions

Une premiére contribution de cette thése est constituée d’apports théoriques dans le do-
maine de 'optimisation globale. Tout d’abord, nous avons étudié 'optimisation polynomiale
par théorie des moments. C’est un outil de nature théorique et, par conséquent, peu utilisé
en vision par ordinateur. Outre cette complexité théorique, cette méthode ne peut unique-
ment traiter que des problémes de minimisation ou la fonction cofit est un polynéme. Notre
principal apport consiste & étendre cette approche a la minimisation globale d’une somme de
fractions rationnelles. Grace a ’application directe de I'optimisation polynomiale, et notam-
ment la prise en compte du faible couplage des variables, nous avons montré qu’il existait une
premiére solution a ce dernier probléme. Ensuite, & 'aide de nouveaux éléments théoriques,
nous avons démontré qu’il existait une autre solution au probléme de la minimisation glo-
bale d’'une somme de fractions rationnelles. Enfin, nous avons départagé ces deux nouvelles
méthodes a ’aide d’une série de tests numériques.

Une deuxiéme contribution consiste a appliquer 'optimisation polynomiale ainsi que son
extension, la programmation rationnelle, & des problémes classiques en vision par ordinateur.
La premiére application concerne le probléme de la minimisation de distorsions projectives is-
sues du processus de rectification d’images. Pour ’approche que nous avons choisie, il n’existait
pas de critéres polynomiaux. Nous en avons donc proposé quatre différents. Pour ces critéres,
I’optimisation polynomiale nous a servi & départager le plus performant, sur plusieurs types
d’images. La deuxiéme application concerne ’estimation de la matrice fondamentale. Nous
avons montré que ce probléme, difficile d’un point de vue mathématique, peut étre efficace-
ment résolu par 'optimisation polynomiale par théorie des moments.

5.1.1 Extension de I'optimisation polynomiale a I'optimisation rationnelle

Dans le chapitre 2, nous avons fait un survol des méthodes d’optimisation afin de fournir
au lecteur un panorama des méthodes classiquement utilisées en vision par ordinateur. Ces
approches se divisent en deux grandes familles : les méthodes locales et les méthodes globales.
Parmi les méthodes locales sans contraintes, les plus utilisées sont les méthodes d’ordre 2,
car, pour beaucoup des problémes rencontrés, les formules analytiques des gradients et des
hessiennes sont disponibles. Lorsque le probléme est sous contraintes, la solution la plus ré-
pandue consiste a résoudre le probléme sans contraintes puis & projeter la solution obtenue
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sur I'espace des contraintes. La faisabilité de cette technique dépend fortement de la capacité
a déterminer un opérateur de projection. Dés lors, cette approche reste réservée a des pro-
blémes particuliers. Dans tous les cas, sauf hypothéses de convexités additionnelles, il n’est
pas possible avec ces méthodes d’obtenir un certificat d’optimalité. Les méthodes globales
pallient cet inconvénient. Cependant, leur mise en ceuvre se fait généralement au détriment
du temps de calcul et de la généralité. La méthode la plus utilisée pour la vision artificielle est
I’algorithme par séparation et évaluation (branch and bound en anglais). Mais cette méthode
ne peut étre utilisée que lorsque la phase d’évaluation est réalisée de maniére précise et rapide.
Ainsi, afin de garantir cette propriété, il est nécessaire de tirer parti de la forme particuliére
du probléme. Par exemple, dans le cas de la minimisation d’une somme de fractions ration-
nelles, il faut utiliser la quasi-convexité des numérateurs et dénominateurs. Nous avons donc
vu qu’il n’existait pas de méthode générique pour résoudre globalement la minimisation d’un
polynéme ou d’une somme de fractions rationnelles sous contraintes. Ensuite, dans le chapitre
3, nous avons présenté le principe de ’optimisation par théorie des moments. Dans un premier

temps, nous avons rappelé que tout probléme de minimisation min f peut se formuler comme
zeK

un probléme linéaire dans ’espace des mesures. Puis, dans le cas ou f est un polynéme et
K est un ensemble semi-algébrique de base engendré par des polynémes, nous avons vu que
le probléme dans l’espace des mesures pouvait étre ramené & un probléme particulier : le
probléme des moments sur K. Ce probléme peut se formuler ainsi : quand une séquence de
nombres représente-t-elle les moments d’une mesure supportée sur K ? Ensuite, nous avons
vu que ce dernier probléme pouvait étre "tronqué" et approché, aussi précisément que 'on
veut, par une hiérarchie de problémes convexes de dimension finie. Ce processus est résumé
sur la Figure 5.1.

Probléme de - ;
.. Probleme Probléme Hiérarchie de

minimisation .. . N

linéaire sur linéaire sur problémes

les mesures les moments SDP

polynomial

ou rationnel

FIGURE 5.1 — Diagramme récapitulatif de I'optimisation par théorie des moments.

Enfin, dans un cas particulier ou les variables sont faiblement couplées (c.-a-d. qu’il existe un
schéma de parcimonie), nous avons vu qu’un processus identique conduisait a une hiérarchie
permettant de considérer un plus grand nombre de variables. Dans le chapitre 3, nous avons
ensuite exposé notre contribution qui consiste & étendre la théorie précédente au cas de la
minimisation d’une somme de fractions rationnelles. Cette extension a pu étre réalisée au
moyen de deux méthodes : les Epigraphes Creux et la Programmation Rationnelle. Pour
chacune des deux méthodes, nous avons prouvé ’équivalence du probléme dans ’espace des
mesures avec le probléme original ainsi que la convergence de la suite de solutions issue de
la hiérarchie SDP associée vers la solution du probléme initial. Enfin, nous avons testé les
deux approches sur plusieurs problémes tests. Ces tests ont souligné le net avantage de la
Programmation Rationnelle au détriment des Epigraphe Creux. Nous avons donc conclu que
la Programmation Rationnelle était la meilleure des deux méthodes pour résoudre globalement
la minimisation, sous contraintes, d’une somme de fractions rationnelles.

5.1.2 Applications a la vision multivues

Dans le chapitre 4, nous avons appliqué 'optimisation globale par théorie des moments
a trois problémes classiques en vision par ordinateur. Le premier concerne la minimisation
des distorsions liées a la rectification d’images projectives. Ce processus consiste & améliorer
la qualité des homographies de rectification en minimisant les distorsions qu’elles induisent
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dans les images. Pour cela, nous avons vu qu’il existait plusieurs familles de méthodes. Pour
les problémes sur lesquels nous avons choisi d’appliquer notre méthode, il n’existait pas de
critéres analytiques. Nous avons alors proposé quatre nouveaux critéres : trois polynomiaux
et un rationnel. Puis, 'optimisation polynomiale nous a permis de déterminer lequel d’entre
eux était le plus efficace. La deuxiéme étude était consacrée a un probléme classique de vision
artificielle : I’estimation de la matrice fondamentale. Dans le cas d’une paire d’images prise
a l'aide d’un banc stéréoscopique, cette matrice permet d’associer un point d’une image a sa
droite épipolaire dans l'autre image. D’un point de vue mathématique, cette estimation se
présente comme un probléme de minimisation sous contraintes d’une fonction polynomiale
a 9 paramétres, pour lequel il est parfois difficile de trouver une bonne estimée initiale. Sur
I’ensemble des tests présentés, nous avons montré que notre approche fournissait de meilleurs
résultats que la méthode classique des 8-points. Enfin, dans la derniére partie nous avons étudié
le probléme de reconstruction 3D multivues. Ce probléme se présente comme la minimisation
d’une somme de fractions rationnelles & 3 inconnues, le nombre de fractions dépendant du
nombre de vues considérées. Nous avons considéré deux variantes de ce probléme. Dans la
premiére, nous avons traité le probléme sans prendre en compte les distorsions. Il résulte
alors un probléme avec des numérateurs et dénominateurs de degrés égaux a 2, pour lequel
il existe des résolutions globales essentiellement basées sur des algorithmes de séparation et
d’évaluation. Dans la deuxiéme, nous avons pris en compte une distorsion radiale d’ordre 1. Il
résulte alors un probléme avec des numérateurs et dénominateurs de degrés égaux a 6, pour
lequel aucune méthode globale n’a été mise en ceuvre. Dans les deux cas, nous avons montré,
sur des cas réels et simulés que notre algorithme donnait de meilleurs résultats que ’approche
locale classique. En outre, dans le premier cas, en nous comparant avec un autre algorithme
global, nous avons pu montrer que la triangulation au sens de la norme L, et la triangulation
au sens de la norme Lo donnaient des résultats équivalents.

5.2 Perspectives et potentiel de la méthode d’optimisation

Tout d’abord, afin d’évaluer pleinement le potentiel de notre méthode il conviendrait de
tester les résultats qu’elle peut fournir lorsque ’on considére des modéles de distorsion plus
poussés. Ainsi, il faudrait, tout d’abord, augmenter l'ordre de la distorsion radiale jusqu’a
trois. Ensuite, il conviendrait de considérer un modéle avec des distorsions prismatiques et
de décentrage. Cependant, comme ces modéles sont rarement utilisés en pratique, il faudrait
se tourner vers des problémes de triangulation particuliers. Ainsi, a ’aide de changements de
variables, il serait intéressant de considérer des modéles de distorsion plus complexes comme
ceux d’optiques "fisheyes". De maniére plus générale, tout au long de ce mémoire, nous avons
insisté sur le fait que notre approche était générique, c’est-a-dire qu’elle pouvait résoudre
n’importe quel type de probléme formulé comme une somme de fractions rationnelles. Dans
ce cadre-la, nous avons commencé des investigations sur un probléme pour lequel il n’existe
pas de méthode proposant une résolution globale : la triangulation de ligne. Ce probléme
(cf. |Bartoli 2005]) peut étre formulé, & 'aide des coordonnées de Pliicker, de la maniére

suivante :
n 1 1(4)
min q; . P:L
LER%; (LTfDl)2 + <LT132>2 ;;1 o
(2 (2
sle L2 =1 (5.1)
LTKL =0 avec K £ <? é) ,

ot P; € R3%6 représente la matrice de projection de lignes dans la ™€ vue et f’z sa jéme
ligne, qZTk représente le k®™¢ point de contour de la i®™€ vue et [(7) le nombre de points de
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contour dans la i®™¢ vue. Ce probléme comporte donc deux contraintes non-linéaires pour 6
variables d’optimisation. Les premiers résultats obtenus sont encourageants, mais manquent
encore de recul pour figurer dans ce mémoire.

Cependant, le potentiel le plus intéressant de la méthode de Programmation Rationnelle
réside dans sa capacité & prendre en compte des schémas de parcimonie structurée vérifiant
la propriété d’intersection courante. Or cette propriété est trés présente en vision par ordi-
nateur. En effet, on va chercher souvent & estimer un objet mathématique en fonction de
données mesurées. Cependant, une approche courante, appelée génériquement « ajustement
de faisceaux » consiste a réestimer les données mesurées durant le processus d’optimisation
afin d’augmenter la précision finale. Mais il y a, en général, beaucoup de données mesurées.
Cependant, comme nous ’avons vu dans le chapitre 4, cette approche n’est possible que grace
a la structure creuse de la matrice hessienne. Or, cette structure est révélatrice d’'un schéma
de parcimonie qui pourrait étre utilisé. Considérons un cas simple : I’estimation d’une homo-
graphie planaire H = (h;;)1<i j<3 & l'aide de N points 2D appariés (q;,q;) = (ui, vi, uj, ).
Dans ce cas, on dispose d’un probléme :

N 2 2
min Z o — Pt £ hiovi + has i ha1ui + haavi + has
H ~ " hgiui + hsavi + hss © haiui + haavi + has

sle.  [H|%2=1.

(5.2)

Considérons le schéma de parcimonie structurée définit par I, = {H,qx,q}}. Comme I N
I, = {H} Yk # h, on peut facilement montrer que celui-ci vérifie la propriété d’intersection
courante. Ainsi, il est possible de réestimer tous les points q;, c’est-a-dire de résoudre le
probléme :

N
min Z (u'- _ hii1u; + higv; + h13>2 n (v'- B horu; + hoov; + h23>2
H(@0.03)i=1,.0n = © hsiui + haovi + hs " hsiu; + haov; + hss (5.3)

sle.  [H|%=1.

De maniére similaire, dans tout probléme ot 'on peut former un schéma de parcimonie I, =
{Mp, my} avec My, une inconnue commune a toutes les fractions et my une inconnue propre
& chacune des fractions, alors ce schéma vérifie la propriété d’intersection courante et il est
possible de réestimer les données mesurées dans le processus de minimisation. Bien que la taille
des matrices utilisées dépende fortement de la taille du bloc de variables My, un tel processus
ouvre, a terme, la voie vers la résolution globale du probléme d’ajustement de faisceaux.

De maniére plus générale, ces travaux soulignent I'intérét de mener des investigations a 1’in-
tersection entre la vision artificielle et 'optimisation globale. En effet, la vision par ordinateur
constitue un champ applicatif idéal pour les méthodes d’optimisation globales. Contrairement
a beaucoup de problémes rencontrés dans l'industrie, les problémes issus de la vision par
ordinateur sont formulés de maniére analytique, avec des propriétés théoriques fortes (p. ex.
quasi-convexité) et un nombre limité de variables. En outre, de la recherche de zéros a des pro-
blémes de programmation entiére, ces problémes couvrent un large éventail de formulations.
Enfin, leurs structures théoriques particuliéres permettent de mener des études théoriques trés
en amont de l'utilisation pratique[Aholt 2011, Aholt 2012]. On aura donc compris que, loin
de n’étre qu’'un simple domaine applicatif, la vision artificielle permet, au travers des pro-
blémes qu’elle soumet, de faire émerger de nouvelles adaptations de techniques d’optimisation
globale.
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Images tests stéréoscopiques

Ces images tests sont disponibles sur la page web http://www.vsg.dcu.ie/code.html.

FI1GURE A.1 — Paire d’images Arch.

FIGURE A.2 — Paire d’images Drive.
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Annexe A. Images tests stéréoscopiques

FIGURE A.3 — Paire d’images Lab.

FIGURE A.4 — Paire d'images Roof.

FIGURE A.5 — Paire d’images Boxes.

FIGURE A.6 — Paire d’images Yard.

Page 166



Images tests de la série House

Ces images sont aussi disponibles sur le site www.robots.ox.ac.uk/ vgg/data/data-mview.
html.
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Paires d'images tests Library et Merton

Ces images sont aussi disponibles sur le site www.robots.ox.ac.uk/ vgg/data/data-mview.
html.

FiGURE C.1 — Paire d’images Library.

FiGURE C.2 — Paire d’images Mertonl.
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Annexe C. Paires d’images tests Library et Merton

FI1GURE C.3 — Paire d’images Merton2.

FiGURE C.4 — Paire d’images Merton3.
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Images tests de la série Dinosaure

Ces images sont aussi disponibles sur le site www.robots.ox.ac.uk/ vgg/data/data-mview.
html.
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Annexe D. Images tests de la série Dinosaure
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Matrice et vecteur du deuxiéme probléme de Shekel

9.681 0.667 4.783 9.095 3.517 9.325 6.544 0.211 5.122 2.020
9.400 2.041 3.788 7.931 2.882 2.672 3.568 1.284 7.033 7.374
8.025 9.152 5.114 7.621 4.564 4.711 2.996 6.126 0.734 4.982
2.196 0.415 5.649 6.979 9.510 9.166 6.304 6.054 9.377 1.426
8.074 8.777 3.467 1.863 6.708 6.349 4.534 0.276 7.633 1.567
7.650 5.658 0.720 2.764 3.278 5.283 7.474 6.274 1.409 8.208
1.256 3.605 8.623 6.905 4.584 8.133 6.071 6.888 4.187 5.448
8.314 2.261 4.224 1.781 4.124 0.932 8.129 8.658 1.208 5.762
0.226 8.858 1.420 0.945 1.622 4.698 6.228 9.096 0.972 7.637
7.305 2.228 1.242 5.928 9.133 1.826 4.060 5.204 8.713 8.247
0.652 7.027 0.508 4.876 8.807 4.632 5.808 6.937 3.291 7.016
2.699 3.516 5.874 4.119 4.461 7.496 8.817 0.690 6.593 9.789
8.327 3.897 2.017 9.570 9.825 1.150 1.395 3.885 6.354 0.109
2132 7.006 7.136 2.641 1.882 5.943 7.273 7.691 2.880 0.564
4.707 5.579 4.080 0.581 9.698 8.542 8.077 8.515 9.231 4.670
8.304 7.559 8.567 0.322 7.128 8.392 1472 8524 2277 7.826
8.632 4.409 4.832 5.768 7.050 6.715 1.711 4.323 4.405 4.591
4.887 9.112 0.170 8.967 9.693 9.867 7.508 7.770 8.382 6.740
2.440 6.686 4.299 1.007 7.008 1.427 9.398 8.480 9.950 1.675
6.306 8.583 6.084 1.138 4.350 3.134 7.853 6.061 7.457 2.258
0.652 2.343 1.370 0.821 1.310 1.063 0.689 8.819 8.833 9.070
5.558 1.272 5.756 9.857 2.279 2.764 1.284 1.677 1.244 1.234
3.352 7.549 9.817 9.437 8.687 4.167 2.570 6.540 0.228 0.027
8.798 0.880 2.370 0.168 1.701 3.680 1.231 2.390 2.499 0.064
1.460 8.057 1.336 7.217 7.914 3.615 9.981 9.198 5.292 1.224
0.432 8.645 8.774 0.249 8.081 7.461 4.416 0.652 4.002 4.644
0.679 2.800 5.523 3.049 2.968 7.225 6.730 4.199 9.614 9.229
4.263 1.074 7.286 5.599 8.291 5.200 9.214 8.272 4.398 4.506
9.496 4.830 3.150 8.270 5.079 1.231 5.731 9.494 1.883 9.732
4.138 2.562 2.532 9.661 5.611 5.500 6.886 2.341 9.699 6.500
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Annexe E. Matrice et vecteur du deuxiéme probléme de Shekel
c= ( 0.806 0.517 0.100 0.908 0.965 0.669 0.524 0.902 0.531 0.876 0.462

0.491 0.463 0.714 0.352 0.869 0.813 0.811 0.828 0.964 0.789 0.360 .
0.369 0.992 0.332 0.817 0.632 0.883 0.608 0.326 )
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Vision 3D multi-images : contribution a4 ’obtention de solutions globales
par optimisation polynomiale et théorie des moments

Résumé : L’objectif général de cette thése est d’appliquer une méthode d’optimi-
sation polynomiale basée sur la théorie des moments & certains problémes de vision
artificielle. Ces problémes sont en général non convexes et classiquement résolus a
I’aide de méthodes d’optimisation locale. Ces techniques ne convergent généralement
pas vers le minimum global et nécessitent de fournir une estimée initiale proche de la
solution exacte. Les méthodes d’optimisation globale permettent d’éviter ces inconvé-
nients. L’optimisation polynomiale basée sur la théorie des moments présente en outre
I’avantage de prendre en compte des contraintes. Dans cette thése nous étendrons cette
méthode aux problémes de minimisation d’une somme d’un grand nombre de fractions
rationnelles. De plus, sous certaines hypothéses de « faible couplage » ou de « parci-
monie » des variables du probléme, nous montrerons qu'’il est possible de considérer un
nombre important de variables tout en conservant des temps de calcul raisonnables.
Enfin nous appliquerons les méthodes proposées aux problémes de vision par ordinateur
suivants : minimisation des distorsions projectives induites par le processus de rectifi-
cation d’images, estimation de la matrice fondamentale, reconstruction 3D multi-vues
avec et sans distorsions radiales.

Mots clés :Optimisation Globale, Optimisation polynomiale, Théorie des moments,
Reconstruction 3D

Contribution to the global resolution of minimization problems in
computer vision by polynomial optimization and moments theory

Abstract : The overall objective of this thesis is to apply a polynomial optimization
method, based on moments theory, on some vision problems. These problems are often
nonconvex and they are classically solved using local optimization methods. Without
additional hypothesis, these techniques don’t converge to the global minimum and need
to provide an initial estimate close to the exact solution. Global optimization methods
overcome this drawback. Moreover, the polynomial optimization based on moments
theory could take into account particular constraints. In this thesis, we extend this
method to the problems of minimizing a sum of many rational functions. In addition,
under particular assumptions of « sparsity », we show that it is possible to deal with
a large number of variables while maintaining reasonable computation times. Finally,
we apply these methods to particular computer vision problems : minimization of pro-
jective distortions due to image rectification process, Fundamental matrix estimation,
and multi-view 3D reconstruction with and without radial distortions.

Keywords :Global Optimization, Polynomial Optimization, Moments Theory, 3D
Reconstruction
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